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1 Einleitung

1 Einleitung

Wer braucht schon einen Fehler? Wer behilt ihn und schaut zu, wie er sich fortpflanzt? Gemeint ist
hier der Fehler, welcher bei einer Messung unweigerlich generiert wird und den man mitschleppt
durch die weitere Prozesskette.

Im Folgenden wird anhand eines einfachen Beispiels die vorliegende Problematik beschrieben. Das
ist zwar nicht mathematisch korrekt, jedoch erspart es Zeit, jedes Mal bei Null anzufangen, wenn
wieder die Frage ansteht: ,,Wie berechnet man denn nun den Gesamtfehler?*
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2 Fehlerfortpflanzung allgemein

Die Fortpflanzung eines Messfehlers, im neuen deutsch einer Messungenauigkeit ist definiert fiir
eine Gesamtungenauigkeit A A am Ende der Messung mit:

AA = f'(a) Aa
Wobei f’ (a) die erste Ableitung der mathematischen Beschreibung der zu messenden GroBe dar-
stellt.

Sollte sichergestellt sein, dass die Differenzen sehr klein sind, kann auch geschrieben werden:
dA = f'(a) - da

Fiir einen werdenden Jiinger der Mathematik ist es unverstidndlich, wie so etwas Banales wie ein
Fehler solch eine kryptische Beschreibung besitzen kann. Noch schlimmer kommt es, wenn mehrere,
voneinander unabhiingige Ungenauigkeiten vorhanden sind.

0 o0 0
dA =|=—A|-d —Al-db+ | =—A|-d
‘8a ‘ “* o ‘ +‘ac ’ ot
Deshalb jetzt anhand eines einfachen Beispiels, wie sich der Gesamtfehler zusammensetzt und fort-
pflanzt und wie man diesen berechnen kann.

Allgemein
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3 Fehlerfortpflanzung am Beispiel
3.1 Das Modell

Als Modell wird ein Quader ausgewihlt. Die drei Kantenlingen z,y und z sollen ausgemessen
und daraus das Gesamtvolumen V' berechnet werden. Interessant ist hier die Ungenauigkeit dV' der
Messung resultierend aus dz, dy und dz.

Das wahre Volumen V' des Quaders sei aus der Theorie bekannt.
V=zxy-z
Sowie die Teilungenauigkeiten.
dVx =dz-y-z dVy =x-dy -z dVy; =z -y-dz

Es wird vorerst davon ausgegangen, dass die Teilungenauigkeiten untereinander Abhédngigkeiten
besitzen. Dann kann fiir das Volumen V' geschrieben werden:

V+dV =(x+dx) (y+dy) - (z+dz)

Mit:
dr € R dy € R dz € R
Folgt:
V+dV=(z-y+z-dy+y-de+de-dy)- (z+dz)
=

V4+dV =zxy z+z-y-det+ax-dy-z+z-dy-dz+y-de-z+y-dev-dz+de-dy-z+dx-dy-dz
=
xy-z+dV =x-y-z+x-y-dz+x-dy-z+x-dy-dz+y-de-z+y-de-dz+dr-dy-z+dx-dy-dz
Der allgemeine Fall letztendlich:

dV =z -y-dz+zx-dy-z+x-dy-dz+y-de-z+y-de-dz+dr-dy-z+dr-dy-dz

Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass obiger Ausdruck noch Abhéngigkeiten zwischen dz, dy
und dz besitzt.

In der Technischen Mechanik wiren das

Verwindungen,
Streckungen,
Verdrehungen,

Modell
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3.2 Die notwendigen Eliminierungen
Eliminierungen Die Abhingigkeiten miissen/sollen eliminiert werden.!
e dx-dy-dz
Als erstes dx - dy - dz. Der Wert dieser Messungenauigkeit soll Null betragen.

Z
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dV =z -y-dz4+zx-dy-z+x-dy-dz+y-de-z+y-dev-dz+dr-dy-z
e x-dy- -dz
Die nichste Abhéngigkeit sei x - dy - dz.

z-dy-dz=0 — dV=zx-y-dz4+zx-dy-z+y-de-z+y-de-dz+de-dy-z

e y-dx-dz
Weiter mit y - dx - dz:

y-dr-dz=0 — dV=z-y-det+zxz-dy-z+y-dev-z+der-dy-z

IDie Abhingigkeiten erkennt man im vorliegenden Beispiel an deren Produktverkniipfungen.
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e dx-dy -z
Zum Schluss dz - dy - z.

de-dy-z=0 — dV=x-y-dz+zxz-dy-z+dr-y-z

Damit ist der endgiiltige Fehler fiir einen Quader bekannt, der mit drei unabhéngigen Messmitteln
ermittelt wurde.
dV=x-y-dz+x-dy-z+de-y-z
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3.3 Die Riickfithrung auf einen Wiirfel

Riickfiihrung I Im vorliegenden Fall soll es sich um einen Wiirfel handeln. Bekanntermafen gilt dann:

r=y=2=z
dV =x-x-dxi1 +x-drs-x+drs-x-x

dV = 2? - (dx1 + dao + dx3)
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3.4 Die Riickfithrung auf ein Messmittel

Im allgemeinen Fall misst ein Fachmann jede Dimension des Wiirfels nicht mit drei verschiedenen Riickfiihrung IT
Messgeriten aus, so gilt dann auch hier:

dx1 = dxo = dx3 = dx
dV = 2? - (dz + dx + dx)

dV = 322 - dx

Eine kleine Probe folgt, es wird aufgeleitet.

V:/dV:3~/x2~dx

V =a?

So muss es sein.
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3.5 Die Konsistenz zum allgemeinen Fall

Konsistenz Jetzt kann auch nachvollzogen werden, was bedeutet:

dA = f'(a)-da

AV =V' dx = ((gc-x3>-dx

dV =322 dx

Beziehungsweise mit dem allgemeineren Fall:

0 0 0

dA_‘aaA‘-ch— (%A’.db+'acA’-dc+...
- 0 0 0

dV‘833'V‘~dx+‘ay«v‘~dy+‘az'v‘odz
~ 0 0 0

dV’ar.z.y.Z .dx+‘ay.x.y.z .dy+’az.x.y.z .dz
=
dV =ly-z|-de+|z-z|-dy+ |z -y|-dz

——

AV =dx-y-z4+x-dy-z4+x-y-dz
Mit dem aus Abschnitt 3.2 bekannten Ausdruck.

ISTEX 2-
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