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1 Die Elliptische Regression — Achsen und Winkel

1.1 Einleitung
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Im Teil ,,Elliptische Regression von Datenpunkten* wurde die Durchfithrung einer Regression be- [001]ff.
schrieben mit dem Ergebnis der mathematischen Darstellung einer Ellipse.

Im weiteren Verlauf werden die Achsen der Ellipse beschrieben. Dabei wird definiert:

— Die Hauptachse der Ellipse vy
— Die Nebenachse der Ellipse yn
— Die Scheitelachse der Ellipse yg
— Die Extremaachse der Ellipse yg

Drei Darstellungsformen der Achsfunktionen sind angegeben:

— Die Anstiegsdarstellung (der Anstieg a der Hauptachse als Basis der Beschreibung)
— Die Koeffizientendarstellung (die Koeffizienten A und B der Ellipse als Basis)
— Die goniometrische Darstellung (der Kippwinkel ¢ der Ellipse als Basis)

So kann als vorangehendes Beispiel die Hauptachse in drei funktionalen Zusammenhingen erschei-
nen.

B
A2 tath

Zwecks weiterer Begriffsbestimmungen und zum Verstindnis im Verlauf siehe zuerst ' und 2.

yg=a-zg+b=tanp-zg +b=

'Dipl.- Ing. Bjornstjerne Zindler, M.Sc. ,.Elliptische Regression von Datenpunkten*
’Dipl.- Ing. Bjornstjerne Zindler, M.Sc. , Elliptische Regression — Punkte*
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1.2 Herleitung der Achsen
1.2.1 Die Hauptachse y; — Punkte WS und OS

Punktdefinitionen:

! A
Tws =xmp—e- f-
ws MP 62-f2+(B—A~a)2

Sowie:

+e-f A
Tos =T e-f-
0s MP e2-f2+(B—A~a)2

Zweipunktgleichung:

Yo —Yyws _ Yyos —Yyws

TH —ITWS Tos —ITws

(vos —yws) - (xg — zws) +yws

Yyws =a-Tws +0b

Yos =a-ros+b

“(xos —rws)

YH =
Tos —TWS

Substituieren von 3y s und yos und anschlieendes Umstellen.

yg =a-xg+0b

Was der allgemeinen Definition der Hauptachse entspricht.
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1.2.2 Die Hauptachse yr — Punkte WB und OB

Punktdefinitionen:
TwB = TMp — EL * COS Y YwB = Ymp — €L - Singp
Sowie:
OB = TMP +EL - COSY YoB = Ymp + €L - singp
Zweipunktgleichung:
YH —YwB _ YoB — YwB
TH —TWB TOB —TWB
=
it = (yoB —ywg) - (xg —2zws) +yws - (xoB — TwB)

TOB — TWB
Substituieren von yw p; Yyop und xw p; rop sowie anschlieBendes Umstellen.
sin ¢

YH = (xg —2zws) +yws
cos

Substituieren von sin ¢ und cos ¢ sowie anschlieBendes Umstellen.

o’ cos? p = !
1+ a2 (p_l+a2

sin? ¢ =

Yo =a- Ty —a-Twp+ywn

Eine Nebenbedingung fiir WB wird genutzt.

ywB=a-xwp +b

yg =a-xg+b

Was der allgemeinen Definition der Hauptachse entspricht.

Hauptachse
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1.2.3 Die Hauptachse y;; — Punkt MP und Anstieg a
Hauptachse
Gegeben ist der Anstieg a und der Mittelpunkt der Ellipse mit den Koordinaten:

xpyp = (d—"0) -sinp-cosgp y]\/[P:(CLQ'd—f—b)-COSQ(p
Die Punktrichtungsform wird genutzt.
YH —YmMpP _

TH —TMP

yg =a-(xg —xmp)+Yymp

Substituieren von yp;p und s p sowie anschlieBendes Umstellen. (Die Nebenbedingung yyp =
a - xprp + bkann auch genutzt werden)

yg =a-xg —a-d-sing-cosp+a-b-sing-cosp—+a®-d-cos®>p+b-cos®
Substituieren von sin ¢ und cos  sowie anschlieBendes Umstellen.

o’ cos? p = !
14+ a2 c'Oil—i—aQ

sin? p =

yg =a-ry+b

Was der allgemeinen Definition der Hauptachse entspricht.
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1.2.4 Die Nebenachse yy — Punkte SZ und SN

Punktdefinitionen:
YSN = YmMp — € COSp TSN = Tpp te-sing
Sowie:
Ysz = Ymp +e-cosp Tsz =Tpp —€-Sing
Zweipunktgleichung:
YN —YsSN _ YSN —Ysz
IN — TSN LTSN — XSz
=

(ysnv —ysz) - (xn —xsn) +ysn - (Tsv — Tsz)
TSN — TSz

YN =

Substituieren von ysz in und ygy in der Klammer sowie anschlieBendes Umstellen.

TN — TSN
YN =YsN —2-e-cosp —————
TSN — XSz

Substituieren von gz in und z g im Nenner sowie anschlieBendes Umstellen.

cos

YN = YsSN — (OCN - OCSN)

sin ¢
Substituieren von sin ¢ und cos ¢ sowie anschlieBendes Umstellen.

_a oo
1+a? L

sin? p =

1
UN =YSN - (xn — zsN)

Eine Nebenbedingung fiir SN wird genutzt.
1
ysn = ——-zsy +d
a
1
yvn =——-xN +d
a

Eine Nebenbedingung fiir a wird genutzt.

a-c=-—1

yn =c-xn+d

Was der allgemeinen Definition der Nebenachse entspricht.

Nebenachse
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1.2.5 Die Scheitelachse ys — Punkte OW und WW

Scheitelachse
Punktdefinitionen: B
xOW:xMP“F\/Z yOW:yMP-‘rﬁ
Sowie: B
CUWW:$MP*\/Z WW = YMP — —F—=
ww = =
Zweipunktgleichung:
Ys — Yyow _ Yyww — Yyow
rs —Tow ITWW — TOW
=
ys = (yww —yow) - (s — xow) + yYow - (Tww — Tow)

ITWw — Tow
Substituieren von yyw in und yow sowie anschlieBendes Umstellen.

ys =2 2. ts—%ow B
VA zww —zow VA

Substituieren von xyw in und zow im Nenner sowie anschlieendes Umstellen.

_B (xs —zow) + +£
ys—A S ow Ymp \/Z

Substituieren von zoy sowie anschlieBendes Umstellen.

_B B n
yS—A xs A TMP TYMP

Eine Nebenbedingung fiir MP wird genutzt.

Yymp =a-Typ+b

=
B B
Ys = Zm@s-f— (a—A> -xymp+ b
Mit der Nebenbedingung:
B f2—e?
AT E

Lésst sich yg leicht vereinfachen.

B n e?-a ’ b
Ys =4 s 2 Tmp
Mit der Nebenbedingung:
B (f2 —62) -siny - cos
A e?-sin® o+ f2-cos? ¢
= . 9
9 9 sin g - cos @ e‘-a
= —e”)- -+ ~xpp+0b
ys (f ) e2 -sin? ¢ + f2 - cos? ¢ s A MP
Mit der Nebenbedingung:
A=¢e? sin?p+ f2-cos?p
=
sin ¢ - cos e?-a
ys = (f*—¢€%) - d d ‘g + “xpp+b

e2-sin® o+ f2-cos2 ¢ e2 -sin® p + f2.cos2 o

Mit der Nebenbedingung:
a=tany
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=
- . sin ¢ - cos . tan
ys = (2 —¢€%) - 5 - 290 5 ‘xg+e” 5 2 @2 S~ Tup+b
e? -sin“ ¢ 4 f? - cos? p e?-sin“ ¢ + f? - cos? p
Mit der Nebenbedingung:
tanp = a
=
f2 2 2 ,
:70,L+70, 14+a“) -zyp+0b
Ys 2 a2 + f2 ST 2 a2 1 f2 ( ) - wmp

Eine Kontrolle von yg ist moglich iiber die Tatsache, dass auf ys der Mittelpunkt (zpsp; yarp) der
Ellipse liegt, daher:

_E + _E _|_b
yMP—A TmP a A TMmp

ymp =a-Typ+0b
Was der geforderten Nebenbedingung entspricht.
Mit der Berechnungsgrundlage der linearen Exzentrizitét €, ist eine weitere Vereinfachung moglich.
Da vorangegangen per Definition f > e sowie f > 1[PIX]und e > 1[PIX] gilt, ist f? — €2

substituierbar:
G=r e

=
2 2
g7 -sinp - cosp e* - tan
5= ~ “Ts+ ; xpp+b
Y e2-sin® o + f2-cos ¢ e2 - sin? o+ f2-cos? g ME
=
a 62~a~(1+a2)

_ 2
WL g Tt T tur
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1.2.6 Die Extremaachse yz — Punkte WZ und WN
Extremaachse
Punktdefinitionen:

/ A B2 1 f2.¢2
= B.y/— = 2 TJ e
Twz = Tmp + B2+ 2.2 Ywz = Yymp + A

Sowie:
5 A B2 4 f2.¢2
T =z —B | =—— = - —
WN MP B2y f2.¢2 YWN =Ymp A
Zweipunktgleichung:
Ye —Ywz _ YWN —Ywz
TE —Iwz TWN —ITWz
=

(ywn —ywz) - (g —2wz) +ywz - (Twn —Twz)
TWN —Twz

YE =

Substituieren von yy y in und 4y 7 sowie anschlieBendes Umstellen.

B2+ f2.-e2 xp—zwgz B2+ f2.¢2
Yg = —2 1 - +yup+\ ————
TWN — Twz A

Substituieren von zyy y in und xyy 7 im Nenner sowie anschlieendes Umstellen.

7B2+f2'62 ( B )+ N /B2+f2~62
yE*iA-B TEp —ITWZ ymp A

Substituieren von 7 sowie anschlieBendes Umstellen.

_BQ+f2'€2 B2 4 2. ¢2
yB="q g 'F A-B

“TMP T YMP
Eine Nebenbedingung fiir MP wird genutzt.
Yymp =a-Typ+b
B4 2.

YE = A.B
Der Koeffizient wird gesplittet:

B2—|- 2'62 B 2'62

B2 4 f2.¢2

1.8 )'JJMP—H)

nt (-

VE A-B A~ AB
Mit der Nebenbedingung:
B B f2 _ 62
A e2.q2 + f2
= 2 f2 2 2 f2
B4 f-e 9 1+a
= 'J = . .e?. — . b
e A-B TE A (2 a? + f? aAB) et
Mit der Nebenbedingung:
1 1+4d?
A €2 a?+ f?
= B2 f2 2 B f2
+ - e 9 a - —
P .x 2.2 Z L b
YE 1.B TE te 1B Tymp +
Mit der Nebenbedingung:

B2+ f2.¢2  f2.sinp+4e? cos?yp

A-B (f2—€2)-sinp-cosy

10
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=
f?-sin® p + €% - cos? g o, a-B—f?
= T e —— -z b
e (f2—¢€2)-sinp-cosgp B+ A-B Mp
Mit der Nebenbedingung:
a-B—f* -1
A-B  (f2—e2)-sinp-cosg
é c c c
z _f2-si112gp+ez-coszap.r B e? b
e = (f2—€2) -sing-cosg ©  (fZ—e?)-sinp-cosp T
Mit der Nebenbedingung:
tanp =a
=
f2a?+e? 1 e? 1+ a?
?}E:W'a'-f}z*m' p ~xpp+b

Eine Kontrolle von yg ist moglich iiber die Tatsache, dass auf yg der Mittelpunkt (zasp; yarp) der

Ellipse liegt, daher:

B2 f2.¢2
A-B

B2 4 f2.¢2

Yymp = 1B

~pr—|-<a,— >~$Mp—|-b
Ymp =a-Typ +b
Was der geforderten Nebenbedingung entspricht.
Mit der Berechnungsgrundlage der linearen Exzentrizitdt €, ist eine weitere Vereinfachung moglich.
Da per Definition f > e sowie f > 1[PIX]und e > 1 [PIX] gilt, ist f2 — e? substituierbar:

Q=

=
f2-sin®p+e?-cos?e e?
YE = 7 o Xp— 5 ————————Tmp+b
€7 -sing - cosp €7 -sing - cosp
=
f2. 0%+ e 62-(1+a2)
Yg="—5 " Tp— ——5—— Typ+bh
€7 -a €l -a

11
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1.3 Herleitung der Schnittwinkel

1.3.1 Der Winkel o zwischen der Abszisse und den Achsen y;yx;ys und yg

Erfolgt mit den betreffenden Anstieg m nach der Berechnungsgrundlage:

tana =m
=
YH YN Ys YE
Darstellung tana = tana = tana = tana =
. B e?2—A B B2 4f%.e?
Koeffizienten- ez 5 a AB
. 1 f2oe? [2a?+e? 1
Anstiegs- a < ppeay R P ' a
. . (f2*@2)'3in (p-cos @ £2.sin §0+€2‘C052 ©
Goniometrische tan ¢ —cot eZsinZ o1 P07 g | (FP—%)sin pcos o

12
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1.3.2 Der Winkel 3 zwischen den Achsen vz ; yn;ys und yg

Erfolgt mit den betreffenden Anstiegen m1 und mo nach der Berechnungsgrundlage:

tan § = | —A _ M2
1+mq-mo
=
Rechts — Koeffizientendarstellung
Yu YN Ys YE
tan 8 = tan 8 = tan 8 = tan 8 =
B—A- B-(B—A-a)+e2-f2
YH 0 00 ‘ AfBa ’W
A+B- B'(A+B~a)+a~ez'f2
Yn 00 0 ‘ BeAa ‘W
2 2 2 2
Ys % -tango‘ Jec—z .cotgo‘ 0 ’% . 4A2+632ie2-f2
YE ;—Z-cotgo‘ £—2~tan<p‘ %-Sinflgo-cos_1 <p‘ 0

Links — Goniometrische Darstellung

13
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Koeffizient p
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1.3.3 Der Zusammenhang zwischen Korrelationskoeffizient p xy und Winkel 3

In ,Elliptische Regression von Datenpunkten wurde der lineare Korrelationskoeffizient pxy defi-
niert. Mit dessen Hilfe ist der Schnittwinkel 3 ebenfalls beschreibbar, so gilt:

2
2 2 f
—a2.
Pxy o2
= f2 2 2
9 9 e tan® ¢
5 = Pxy cotTp « 2T 2
e2 12 Pxy
=
Y YN Ys
tan = tan § = tan @ =
-2 : 2
ys pxy - [tan® | Py - |cot? o -
) |tan | +2 |C0t | +2 sin p-cos @
YE Pxy ¥ Pxy i PXY " |Gt p—pky cost o
=
Y YN Ys
2 _ 2 _ 2
Pxy = Pxy = Pxy =
2 2
Ys ’;—2 -tan2<p 5—2 -taHng -
YE J;—; - tan? © i—j - tan? @) i—j - tan? ©

Da fiir das Quadrat eines Korrelationskoeffizienten gilt
0<pky <1

und p4y = é—; - tan? ¢ fiir alle Fille gegeben ist, kann definiert werden:

2
2
0§6—2‘tan p<1

2
e
OStanQ@SF

14
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0 < tany < —%StampSO

e

f
e e

Oggogarctan? w—arctanfggogw

Damit kann man fiir den ersten Quadranten (und fiir den zweiten bei Bedarf auch) ein maximales
»GREN z definieren.

YGRENz = L arctan ;
Bei einer strengen Einhaltung der Forderung f > e ergibt sich dann:

0<-<1

| o

[e] m ™ o
—457 =~ =MIN S @ S ppax =+ =45
Fiir ogren. = 5 = +90° muss f > e als Bedingung fallen gelassen werden.

Die Beschreibung der lineare Funktion von pgrenz:

(&
YGRENZ = i} - TGRENzZ + b

15
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2 Ein Beispiel — Achsen und Winkel

a = 10,5928 b= 37,5079 c=—1,6869 d = 1621, 1455
» =0,535 = 30,65° pxy = 0,868
A = 126935, 44 B = 34486,8
e = 262,22 f=2383,9
Ty p = 694, 6692986
3
yg = 0,592 - xg + 37,507 yny = —1,686 - xn + 1621, 145
ys = 0,271 - xg + 260, 506 yp = 2,586 - xp — 1347,679
=
YH YN Ys YE
Darstellung tana = tana = tana = tana =
Koeffizienten- +0, 5928 —1,6869 +0,271 +2, 586
Anstiegs- +0, 5928 —1,6869 +0, 271 +2, 586
Goniometrische +0, 5928 —1,6869 40,271 +2, 586
=
Y YN Ys YE
tan 8 = tan 8 = tan 8 = tan 8 =
YH 0 o0 +0,276 40,787
YN 00 0 +3,615 +1,270
Ys +0,276 +3,616 0 +1,359
YE —+0, 787 +1,270 +1, 359 0
=
YH YN Ys YE
Darstellung a’ = a’ = a’ = a’ =
Koeffizienten- +30, 66 +120, 66 +15,200 +68, 863
Anstiegs- +30, 66 +120, 66 +15,200 +68, 863
Goniometrische +30, 66 +120, 66 415,197 +68, 864

3Beispiel entnommen aus: Dipl.- Ing. Bjornstjerne Zindler, M.Sc. ,Elliptische Regression von Datenpunkten*
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=
Y YN Ys Ye
/60 f— ﬂo pr— /60 f— IBO f—
YyH 0 +90 +15, 459 +38,203
YN +90 0 +74,540 +51,796
ys +15,456 +74,543 0 +53,663
YE 138,210 151,789 153,666 0
=
YH YN Ys
Py = Py = Py =
ys 40,753 +0, 752 -
YE 40,753 40, 753 +0, 753
=
C — 40,683
f b)
=
WGRENZ = * arctan% = +0,600 = +34, 33° wvormg = 0,535 = 30,65°
Und:

YyereNz = £0,683 - rgreNnz + 37,5079

IATEX 2¢

18




