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1 Problem

1 Problem

Gesucht ist ein Nachweis des Isoperimetrischen Problems in der Ebene fiir den Kreis. Der Beweis,
das gilt
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mit A dem Fldcheninhalt des Kreises und U dem Umfang. Eigentlich eine Aufgabe der Variations-
rechnung, wo von einem flichenumspannenden Funktional dessen Extrema berechnet wird.

Ein anderer Nachweis kann auch mit in einem Kreis eingeschriebenen, gleichschenkligen Dreiecken
durch gefiihrt werden. Das entspricht dann einem Lagrangschen Potential, welches (hier) klassisch
iiber die Differentialrechnung I6sbar ist.
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2 Modell

2 Modell

Ein Kreis wird mit gleichschenkligen Dreiecken gefiillt (Startwert: N = 3). Da ein Verhiltnis zwi-
schen A und U definiert wird, entspricht das einem Lagrangschen Potential, was dem energieérmsten
Zustand freiwillig anstrebt. Das globale Extrema ist dann die Losung des Problems. Gibt es kein lo-
kales oder globales Minimum, ist die Behauptung (das Isoperimetrische Problem in der Ebene) fiir
den Kreis falsch.
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3 Herleitung von A

Herleitung

3 Herleitung von A

Die Fldche eines einzelnen eingezeichneten, gleichschenkligen Dreiecks ist definiert durch:
c
Ar=="h
A=5he

Dabei ist hc die Hohe auf die Seite ¢ im gleichschenkligen Dreieck. Diese kann iiber den Satz des
Pythagoras eliminiert werden.
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Fiir die Ldnge der Seite c ist eine goniometrische Berechnungsgrundlage iiber den Spitzenwinkel ~y
definiert:

LY c
sin - = —
2 2.

<

Eingesetzt in Aa und vereinfacht:
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4 Herleitung von U

4 Herleitung von U

Der Umfang des eingeschriebenen Dreiecks ist reduziert auf die Linge der Seite c:
Upr=c

Mit obig hergeleiteter Definition fiir c ist U darstellbar:

UA:2~r-sin%




5 Herleitung von U/A

5 Herleitung von U/A

UA o 4 sin%
Ax 7 siny
=
Ua _ 4 1
An T cos 3
=
A gl
— X COS =
U 2
Die Grofie des Winkels ist abhéngig von der Anzahl der eingeschriebenen Dreiecke:
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U N

Mit N € Nund N > 2.




6 Herleitung des minimalen U/A

6 Herleitung des minimalen U/A

Um das minimale % zu ermitteln ist es (hier) giinstiger das maximale % zu berechnen. Abgeleitet
nach N:
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Da die zweite Ableitung Null ergibt, ist das Ergebnis eine Stelle des globalen Extrema fiir % und
somit das globale Extrema fiir %.
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7 Riickfiihrung von N — +oo auf die geometrische Figur

7 Riickfiihrung von N — +o0 auf die geometrische Figur

Und:

UA:2~r~sin1

= (-0 %)

ULimit = 2 -7 - ™ = Ukreis




8 Nachweis, dass U/A — MIN fiir den Kreis gilt

8 Nachweis, dass U/A — MIN fiir den Kreis gilt

Das oben erklirte globale Extrema fiir % fir N — 400 wird zum globalen Minimum erklirt, wenn

folgende Bedingung erfiillt ist:
Ukreis < Ua 4 1
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9 Auswertung

9 Auswertung

Der Kreis ist die geometrische Figur, welche in der Ebene das Isoperimetrische Problem erfiillt.
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