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1 Einleitung

1 Einleitung

Ziel ist es, anhand eines Beispiels den Unterschied und den Sinn der (physikalischen) Grofle Form-
inderungsenergie bzw. Forminderungsarbeit und der (mathematischen) Grofie konjugierte Formén-
derungsenergie zu erlautern.

Neben einer rein mathematischen Herleitung folgen dann zugeschnittene Berechnungsgrundlagen.
Das ist dahingehend von Bedeutung, als dass bestimmte Formeln dann nicht weiter allgemeingiiltig,
sondern streng an Randbedingungen gebunden sind, welche als bekannt angesehen werden.

Zentrales Moment zum Schluss ist die Konstante € - ( — 1) = 2 mit der Auflistung ausgewihlter
Metalle und Kunststoffe.
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2 Koeffizient n

2 Koeffizient n

e Herleitung

Gegeben ist eine stetige und integrierbare Funktion f (z) im ersten Quadranten des kartesischen
Koordinatensystems.
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Die in der Abbildung dargestellte Flache 1 ist die Formédnderungs- oder auch Verzerrungsenergie,
die Fliche 2 die konjugierte Forménderungs- oder auch Ergénzungsenergie, aber nur dann sobald
(hier) die Achsen eine Abbildung zwischen Langenédnderung und Kraft darstellen.

e Fliche 1 ,
M= @) de= [ f@)
[rore]

e Flache 2 ,

Ar=b-fB)=a @)~ [ fla)-do
Ay =0b-f(b)—a- f(a) = A
e Verhiltnis zwischen den Fliichen A; und A,

b

bofB)—a-fla)— [ f(x)-do

77_A2_ a
== -
! [ f(z)-dx
- b b
pero PI®) 0fG)
[f(z)-dz [ [f(z)-dz
=
e i) 0 i@

Ay
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3 Beispiele

3.1 Hookesches Gesetz - Lingeninderung

Gegeben ist die Berechnungsgrundlage des Hookeschen Gesetzes zwischen Dehnung und Spannung

im elastischen Bereich.
le —la Al o

la l. FE

Mit ¢ der Dehnung, Al einer Lingeninderung, [, der Anfangslinge, o der Spannung infolge ¢, einer
konstanten spannungsbelasteten Fliche A und E dem Elastizititsmodul des verwendeten Werkstof-

fes. a(le)zFZE) :E.(iq)

F(le):A-E-GZ—l)

Jetzt konnen die Energien ermittelt werden.

le
A1:A~E~/(§e—1> ~dl,
la “

E =

Fiir die Fliche/Energie A gilt dann:

pmnae (E) o (L)

Ay = A2E . (le + la)l' (le - la)

Das Energienverhiltnis 7 ist nun berechenbar mit:

Linge



3 Beispiele

3.2 Hookesches Gesetz - Volumeninderung

Volumen Unter der Annahme das folgende Beziehungen gelten
Vo=A4"1, Ve=A-1.

kann A;, As und 1 umgestellt werden.

Al:E.A'(le_la)2
2 la
= 2
E _
A= £ ez V)
2 Vs
Und:
A E A -(lo+1d) (le = la)
9= —-
2 la
=
FE (Vve—‘v‘Va)'(Vve_Va)
Ay = — -
2 Vs
Und:
_— Ve +Va
T
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3.3 Rundeisen 1000mm mit ©10mm
e Beispiel

Einem 1000mm langen Rundeisen mit 10mm Durchmesser und der Ausgangstemperatur von 15°C
wird eine Warmeenergie von 23,54MJ zugefiihrt zwecks weiterer Verarbeitung. Infolge Zwangsein-
spannung wird eine Ausdehnung in axialer Richtung vorerst verhindert, insbesondere radial soll A
unverindert bleiben.

Berechnet soll werden, die Zwangskraft F' infolge Erwidrmung, sowie sdmtliche oben beschriebene
Energien und Verhiltnisse.

e Berechnung der Temperaturinderung

Als Ausgang wird der Energie-Temperatur-Zusammenhang genutzt.

E=c-m-T
=
AE=c-p-A-l,- AT
Mit:
¢ spezifische Warmekapazitit 4527 -kg ' K!
p Stoffdichte 7800 kg - m~3
A Querschnittsfliche 7/4-107% m?
l, Stabldnge 1m
AT — 23,54 -10° - 4 J-kg-K-m?
4527800 -7 -0,012- 1000 | J -kg-m?2-m
=

AT =85K

e Die (verhinderte) Lingensinderung des Stabes
le~l, - (1+a-AT)
Mit:

o linearer Lingenausdehnungskoeffizient 11,8-1076K!
-6 K
lexlOOO-(1+11,8-10 - 85) mm -

le =~ 1001 mm

¢ Die Zwangskraft infolge Verhinderung der Lingenausdehnung

Foa-p(F-1)

Mit:
FE Elastizitatsmodul 210.000 N - mm—2
™ 1001 N mm
F=-.10%-210000- [ — —1 z. C—
4 0 00 (1000 > [mm mm? mm}
=

F =16493,4 N ~ 16,5 kN

Es folgen die Energieberechnungen iiber die Langenidnderung fiir den Fall, dass die Behinderung
nicht existiere.
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oA,
A-E (I, —1,)*
A==
! 2 l
=
A, _ 10210000 (1001 — 1000)* [mm?-N mm?
e 4.2 1000 mm?  mm
=

Ay =8246,68 N-mm = 8,25 [N - m = J]
Eine andere Moglichkeit ist die Berechnung aus F: !
1

Ay =5 F(lo—l)[N-m]

1
Ay =5 16493,4- (1,001 ~1,000) = 8,25 [N - m = J]

[ ] A2
AE (l+1,) (e — o)
Ay = -
2 1,
=
T 102 - 210000 (1001 + 1000) - (1001 — 1000) [mm?-N mm - mm
27 4.2 1000 mm?2 mm

=

As = 16501608, 11 N - mm ~ 16501,61 [N -m =J] = 16,5 kJ
Eine andere Moglichkeit ist die Berechnung aus F': 2
Ay =F 1. [N-m]
Ap =16493,4 - 1,001 = 16510 N - m = 16,5 [kKN - m = kJ]
e Das Verhiltnis

Ay el
T A T L~
=
~16501,61 1001 + 1000 {E}
8,25 1001 — 1000 Lm
=
n = 2001
Die Energiewerte zum Abschluss iiber die Volumina berechnet.
™ T
Va=7-0,01"1[m* - m] Ve = 70,011,001 [m® - m]
=
V, = 78,53982 - 107 % m® V., = 78,61835 m®
[ ) A]_
A, 210000 - 10° (78,61835 - 10-6 — 78,53982-107%)° [ N m®
e 2 78,53982 - 106 m2  m3
=
Ay =8,24[N-m =]
[ ) Az
A, — 210000 10%  (78,61835 4 78,53982) - 1076 - (78, 61835 — 78,53982) - 10~6
2T 2 78,53982 - 106
= N 3 3
Ap = 16499,5 | — - == :N-m] ~16,5kJ
m m
e Das Verhiiltnis
_ 78,61835 + 78,53982 [m?
17 7861835 — 78, 53982 | m?
=

n = 2001

!'Nur hier so giiltig, da F (le) linear zu I
2Nur hier so giiltig, da F" (I¢) linear zu I,
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4 Zusammenfassung
e Die Forminderungs- oder auch Verzerrungsenergie (hier der Fliche A; entsprechend) eines Kor-
pers ist als die bei der Verformung gespeicherte Arbeitsfahigkeit definiert.

¢ Die konjugierte Forminderungs- oder auch Ergéinzungsenergie ist eine bedeutende mathematische
GroBe besitzt jedoch keine direkte physikalische Bedeutung. Sie splittet sich auf in innere und duf3e-
re Ergiinzungsenergie. Eine Minimierung der Ergiinzungsenergie  entspricht der Minimierung der
mittleren Nachgiebigkeit # und somit der Verschiebbarkeit der Krafteinleitung.

Soll die Nachgiebigkeit des oben genutzten Systems minimal werden, dann muss gelten:

E (Ve"’va) ) (Ve _Va)

Ay = 3 7 — MIN
=
(Ve —=V,) = MIN
=
‘/e = Va
Das impliziert aber wiederum, dass:
E (Vo—Va)°
A= —-
170 Va
=
A =0

Nachgiebigkeit und Arbeitsfahigkeit eines Systems sind demnach untrennbar miteinander verbunden
und ,,nur* optimierbar fiir den speziellen Einsatzfall.

_ VetV

n_Ve_Va—>oo e—0

e Unkommentiert wurde hier das Verhiltnis zwischen der Zwangskraft infolge verhinderter Lingen-
ausdehnung bei Erwidrmung und erster Knickkraft F durch die Schlankheit des Stabes, nach [Zin]

gilt:
Fy = <l”> E-1
Mit:
I Flichentrigheitsmoment Zorfmm™?
= 4
2 m N - mm
F:(i) .21 10t e/
*~ \1000 0000 4 107 | o2 - rom2
=

F, =1017,4N ~ 1,0 kN

Das Verhiltnis F' (I.) /F}, ist demnach um das 16, 5- fache iibertroffen, was dann schon der etwa
vierten Knickkraft nach Euler entspricht. Der Stab wiirde durch Ausknicken im Hinblick Stabilitét

versagen. Statisch wire er voll ausgelastet, jedoch nicht iiberlastet bei z. B. 0,,; = 240/1,1 N -
mm 2. 4 F ()

Ovorh = Td; < ozul
=

Oyorh =

4~16493,4|: N :| 240[ N ]
< = Ozul

- 102 mm? | ~ 1,1 | mm?

Ovorh =210 N-mm ™2 < 218 N-mm ™2 = 0,

3 Minimalprinzip der Ergiinzungsenergie*
“fiir lineare und nichtlineare aber elastische Kérper bei kleinen dl = I, — g bzw. dV = Ve — V,
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4 Zusammenfassung

e Durch Einfithrung der Dehnung &

kann das Verhiltnis 7 ,,ndher* zur Notation der Technischen Mechanik beschrieben werden. So ergibt
sich jetzt:
_2+e¢ 2

€ n—1

Fiir kleine Dehnungen ¢ — 0 gilt dann ndherungsweise
n-e~2
e Die Dehnung ldsst sich dann direkt durch das Verhiltnis der Energien A; und A, beschreiben.

Ay

_9._ 1
c Ay — Ay

e-Ar=02+¢) - A
Fiir kleine Dehnungen ¢ — 0 gilt dann ndherungsweise
e-Ay=2- A
e Durch Definition der Poissonzahl (Querkontraktionszahl) v kann diese ermittelt werden.

Ve - Va Ze - la
Va lq

Rechts wird substituiert durch die Dehnung ¢, links durch np = (V. + V) / (V. — V,).

:(1—2-V)~

m = (1 -2 V) - £
=
2=(1-2-v)-e-(n—1)
Im rechten Term wurde € - (n — 1) = 2 schon vorhergehend definiert. Daher ergibt sich fiir vorlie-
gendes Modell.
v=20

Was so am Anfang festgelegt wurde, in der Realitét jedoch so nicht beobachtbar ist.

o Eine Berechnungsgrundlage zwischen dem Elastizititsmodul £ und dem Schubmodul G lésst sich
mit n verkniipfen.

E=2-G-(1+v) e-(n—1)=2
=
_E+G-e-(1+4v)
- Goe-(1+v)
Mitv =0
_E+G-e
=T
Mitn:Ag/Al
Al _G'E
A — A, E
e In jedem Fall muss fiir die Forderung ¢ - (n — 1) = 2 gelten
n—1#0
Was dann impliziert
Ay # Ao
=
la #0 Va#0
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5 Anhange-(n—1)=2

e-(n—1)=2= E
R I S
o Fiir ausgewihlte Metalle
Elastizititsm. | Schubmodul | Poissonzahl | (n—1)-¢
Material E G v
[kN-mm~2] | [kN-mm~?] [~] (-]
Messing (Guss) 80 33,7 0,34 1,772
Molybdin 280 120 0,29 1,809
Aluminium (unlegiert) 65 25,8 0,33 1,894
Titan (unlegiert) 100 38 0,35 1,949
Magnesium (unlegiert) 443 17 0,33 1,959
Gold 78,7 28 0,42 1,979
Blei (unlegiert) 16,2 5,5 0,44 2,045
Stahl (unlegiert) 210 75 0,28 2,188
Wolfram 330 125 0,17 2,256
Kupfer (unlegiert) 123 39 0,31 2,408
o Fiir ausgewihlte Kunststoffe
Elastizititsm. | Schubmodul | Poissonzahl | (n—1)-¢
Material E G v
[kN . mm*ﬂ [kN . mm’Q] -] -]

Epoxid 2,15 0,90 0,37 1,744
PET 2,10 0,83 0,38 1,833
PE 0,40 0,15 0,42 1,878
PMMA 1,80 0,60 0,40 2,143
PC 2,10 0,70 0,39 2,158

ec - (n—1)=2als Merkmal

Aus rein mathematischer Sicht lésst sich die Vorschrift - (7 — 1) = 2 fiir ein Qualitdtsmerkmal @

nutzen, indem definiert wird:

Q=

Mit dem Idealwert Q:

5 1 E

3 D= l= 5 T
Qr=0
ISTEX 26
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