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1 Die allgemeinen Flichen-, die Linienintegrale und -momente

1 Die allgemeinen Flichen-, die Linienintegrale und -momente

1.1 Die Flachenintegrale und -momente

Sind definiert tiber:
ne :/xz‘.yj.dA
A
mit:
n=1t+j
Der Summand n stellt den Grad des Fldchenintegrales dar.

Flachenintegrale oder auch Flichenmomente n- ten Grades stellen Berechnungs- und Darstellungs-
moglichkeiten grundlegender physikalische Eigenschaften bereit.

Grad i ] Enddimension Bezeichnung Formelzeichen'
0. 0 0 2.z.B. [mm?] Querschnittsfliche A
1. 0 1 3. z.B. [mm?] Statisches Flichenmoment um X S,
1. 1 0 3.z.B. [mm?] Statisches Flichenmoment um Y Sy
2. 1 1 4. z.B. [mm?] Flachentriagheitsmoment biaxial *) Iy
2. 1 1 4.z.B. [mm?] Fliachentriagheitsmoment polar L,
2. 0 2 4.z.B. [mm?] Flachentrigheitsmoment um X 1
2. 2 0 4. z.B. [mm?] Fliachentriagheitsmoment um Y I,

Tabelle 1: Ubersicht iiber die ersten Flichenintegrale

*) auch als Deviationsmoment bekannt

1.2 Die Linienintegrale

Linienintegrale sind Fldchenintegrale bei der eine (geeignete) Dimension infinitesimal klein ist. Da-
her ist die Enddimension um eine Dimension kleiner als die der Fliachenintegrale. Thre allgemeine

Grad i ] Enddimension Bezeichnung Formelzeichen?
0. 0 0 | 1.zB.[mm!] Querschnittslinge L
1. 0 1 2. z.B. [mm?] Statisches Linienintegral um X L,
1. 1 0 2. z.B. [mm?] Statisches Linienintegral um Y Ly

Tabelle 2: Ubersicht iiber die ersten Linienintegrale

Berechnungsgrundlage lautet:
7 :/xi.yj.dL
L

mit:
n=14i+7
Der Summand n stellt den Grad des Linienintegrals dar.

1 unter anderen

2 unter anderen
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2.1 Das Fliichenmoment 0. Ordnung A®) — i =0;j=0

Aus der allgemeinen Darstellung der Flachenintegrale gilt:

A:/xo-yo-dA:/dA
A A

=
b
Azc-/dwzc-xﬁ;
=
A=c-(b—a)=c-Ax
=

dA =c-dx

2.2 Das Flichenmoment als eine Abhéingige von c

Eine Berechnung kann auch iiber einen, spéter noch zu benutzenden Ansatz erfolgen mit vorliegen-
dem Modell.

y
f(x)
Vol o — 2
//P_L/f(x)-c
el | |
s e

Abbildung 1: Das benutzte Modell, eine Fliche innerhalb zweier isomorpher Funktionen.

AA/f(x)odx/(f(x)c)dx/c~d:v

A A

=
b
Azc-/dxzc x|Z
=
A=c-(b—a)=c-Ax
=
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3.1 Das Flichenmoment 1. Ordnung A" — i =0;j =1

So= [v-ar=co [y @) da

A Ax
=
b

Sm:cm-/y-f(x)-dx

Fiir den allgemeinen Fall ist ¢, = 1 fiir vorliegendes Modell gilt ¢, = % 3

3.2 Das Fliichenmoment 1. Ordnung A" — i =1;j=0

Sy:/x-dA:cy-LZl/x-f(x)-dx

A

b
Sy:cy-/:wf(m)'d:v
Fiir den allgemeinen Fall ist ¢, = 1 fiir vorliegendes Modell gilt ¢, = 1
3.3 Flidchenintegrale in Bezug auf den Schwerpunkt von A

_ 5
yS—A

Sowie:
Sy
A

rs =

3Der Grund, warum hier ein % erscheint, folgt.
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4 Ubergang zu den Linienintegralen

4.1 Ubergang allgemein

Von einer Fliche wird eine Dimension, hier die von c¢ infinitesimal verkleinert.

A=1lim(c—h)-Ax

h—c

4.2 Linienintegrale der Form L(®) — j =0;j =0

Eine Fliache wird nun zur Linie wenn A — L.

b
A:/c-d:v

b

Lzlim(c—h)~/dx

h—c
a

b
L:/\/l—&-f’(;v)Q-dx
4.3 Linienintegrale der Form L(V) — i =0;j =1

Lx:L/y~dL:A/zy-\/1+f’(x)2-dx

b

Lmz/y-\/1+f’(w)2-d$

a

4.4 Linienintegrale der Form L(V) — i =1;j =0

Ly:/x-dL:/x-\/1+f’(m)2-dx
L Az

b

Ly:/x-\/l—&—f’(m)2-dm

a

4.5 Linienintegrale in Bezug auf den Schwerpunkt von L

_Sa:
Yys = 17
Sowie:
oS
ST

“Die Erlauterung dieses Schrittes folgt
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5 Erlduterungen zu den Ausdriicken lim und c,, ¢,

5.1 Herleitung von dL

Aus dem Flichenmoment 0. Ordnung ist bekannt.

dA =c-dx
- d

A=

dx ¢

Aus dem Ubergang A — L ergab sich:

d

—L=1 —h) ="

dx hl—)mc< )
Dabei steht 1 fiir die letzte verbliebene Dimension einer Fliche und damit deren Linge. Um die
Lénge einer Funktion berechnen zu kénnen, wird folgendes Modell genutzt.

y

1

Potxn:
[P0 b v Pl

Pl %) a(x)

f(x)

I

! |

I

| |

I I

! |

! I

a B‘;X

Abbildung 2: Modell zur Ermittlung des Bogendifferentials

Gesucht ist die Bogenldnge der Funktion f (z) in den Grenzen [a; b]. Dazu wird eine Zerlegungs-
folge linearer Funktionen als Sehnenpolygon in angegebenen Grenzen aufgespannt. Eine Sehne,
dargestellt durch g () zwischen den Punkten P, und Py, wird betrachtet. Die Léinge der Sehne ist
berechenbar durch:

Ay 2
AL = Ax? . (1+> = (xk—xk,l) 1+
\/ Axz? (g —!Jﬁkq)2

Ay ? — Yk—-1 :
= 1+(A[E> . 1+ xk_xk 1) '(wk_mlcfl)

Der Quotient Ay/Ax wird weiter betrachtet. Der Ubergang Ay/Axz — dy/dx als Differentialquo-
tient gewihrleistet den Ubergang vom Sehnenpolygon zur Bogenlinge von f ().

Hl—i— d:z:—ﬂl—i— dx—\/ +(f" (z

AL = \/1+ ' (2)? - dz — %L 14 f (2)?

Ve

AL = VAZ + Ay = \/(or — o 1) + (g — 1)
W]
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5.2 Herleitung der Ausdriicke c, und c,

Die Herleitung von ¢, und ¢, ist eine Fallunterscheidung und muss fiir jede Anwendung iiberdacht
werden. Dazu wird folgendes Modell genutzt.

Ax=—>0

y=f(x)=c¢

Cx

of-----———-—— -

Abbildung 3: Grafische Darstellung des Modells zur Berechnung von c, und c,,.

Es wird eine Fliche beschrieben zwischen der Funktion f (x) und der Abszisse eines kartesischen
Koordinatensystems in den Grenzen a und b. Wobei Az = b— a infinitesimal klein sei und ¢ endlich
groB. Die Lage des Schwerpunktes .S in Bezug zum Koordinatenursprung (0; 0) ergibt fiir ¢, und ¢,
folgende Beziehungen zu den statischen Flichenmomenten 1. Ordnung.

Der Abstand des Schwerpunktes S zur x- Achse betrigt zg. Hier:

c
rs = 5
=
1
o =35
Der Abstand des Funktionsgraphen f (x) zur y- Achse betriigt ys. Daher:
_a+b
Ys = 5

Fiir den Fall, dass Ax = b — a — 0 gilt gleichzeitig ¢ = b und so:

2 2
= — . :—~b
Ys =35797 3

cy =1
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6.1 Beispiel — rechte Konstante
Allgemein:

e Funktionenaufruf f (x)

e Die Bogenldnge L

L:/\/1+f’2(sc)~d:c
0

i a
L:/dx
0
=
L=ua
e Die Fliche A
A:/f(x) dx
0
:> a
A:k;-/dx
0
=
A=k-a

e Das Statische Flichenmoment S,

# a
1
Slzf-kQ-/dx
0
= 2
SI:% a

e Das Statische Flichenmoment S,




6 Beispiele

e Der Schwerpunktsabstand x g

Sy k 5 1
YT ko
=
a
335’:5
e Der Schwerpunktsabstand yg
S, k2 1
:7:7'611'7
YSTTAT 2 o
=
k2
yS_Z

e Das Statische Linienmoment L,

a

Lx:/y-\/l—kfa(m)-dx

0

Lw:k-/dx
0

L,=k-a

e Das Statische Linienmoment L,

Ly:/¢.¢TIﬁﬁa:m

:> a
L, = / T -dr
0
= 2
a
L _
Yoo
e Der Linienschwerpunktsabstand x .y,
L, a®> 1
e T
=
rs,L = 5
e Der Linienschwerpunktsabstand yg.r,
L 1
ysi = o =kary
=
xrs,L = k
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6.2 Beispiel — rechter Parabelast
Allgemein:

e Funktionenaufruf f (x)

=

e Die Bogenlinge L

L:/\/l—f—f’Q(x)-dac
0

L:/\/1+4~x2~d:c
0

1
L:%.\/m-kzamsinh(la)

e Die Fliche A .
A= /f (z) - dzx
0

:> a
A:/xg-daj
0
= 3
a
A:
3
=
A~0,334-a°

e Das Statische Flichenmoment S,

:> a
S :1-/,@2 2% - dx
9
0
= 5
a
S, = —
10
=
S, =0,1 a®

o Das Statische Flichenmoment .S

:> a
Sy:/:c~x2 dx
0
= 4
a
S =
Y 4
=
S, =0,25-a"
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e Der Schwerpunktsabstand x g

Sy a* 3
€T = —— = — +« —
SO) 4 a3
=
T 3 a
5714
e Der Schwerpunktsabstand yg
_ S _a 3
YSTAT0 S
- 3
Yys = E -a?
=
ys = 0,3 - a?
e Das Statische Linienmoment L,
a
Lw:/y 1+ f2(x) - dx
0
=
a
= [2* V1+4 22 -do
0
=

L, =16 A (1+4-a2)° ——\/1+4 aQ—— arcsinh (2 - a)

e Das Statische Linienmoment L,

a

:/w.mm

0

Ly:/x-\/1+4-x2-dm
0

e Der Linienschwerpunktsabstand x .,

L
xS;L:fy
=
1 a-(1+4~a2)—2-a
s, L =
6-a a+pf
Mit:

a=2-a-vV1+4-a? B =arcsinh (2 a)
e Der Linienschwerpunktsabstand yg.r,
L,
Ys;L = f

1 a~(1+8~a2)fﬁ
16 a+ g

xrs,L =
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Mit:

a=2-a-vV1+4-a? B =arcsinh (2-a)

Fiir den Fall a = 1:

1 1
in.\/g+1~arcsinh(2)z1,479
A—1~0334
=3 ~0
1
R T R
1
Y 4 ’
3
xsf1f0,75
3
Ys 10 ’

1 1 1
_ . 3 _ - . 1 ~
Ly =15 V5 32\/5 op arcsinh (2) & 0,606
1
Ly = (V57— 1) ~ 0,848
12
a=2-5~4,472 [ =arcsinh (2) ~ 1,444
1 a-5-2
Irq. = = —
Sil= g a+p
_ 1 a9-p
16 a+p

~ 0,573

TSiL ~ 0,410

12
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6.3 Beispiel — oberes Ellipsensegment
Allgemein:

e Funktionenaufruf f (z) Mittelpunkt im Koordinatenursprung.

2 2
Y x
67+F*1
= 2
_ ¢ 2 2 2_ ¢ 2 2
fla)y==2-Vf2-22 — [fa) = (-2
f f
=
e T ez =z e 22 et 22
f/(f):_*'iz—ﬁ'* - f/2<x):72.72_ 5 = T 3
foVf2—a 7y For-a fty
e Die Bogenlidnge L
+f
L:/ 14+ f2(x) - dx
-f
=
il 2 2
e x
- 1 1 1 25
_T. . SN2 L6 )8
L_2 e+ f) <1+4 A +64 A +256 A MR A +>
Mit: F
—e
>\:
f+e
e Die Fliche A
+f
A:/f(x)~dx
-f
=
+f
A:;~/\/f27x2~dx
-f
= T
A:§-e.f
=
A=0,667 ¢ f
e Das Statische Flichenmoment S,
) +f
Si=y [u @) da
-f
=
) 9 +f
Sz:f~%-/(f27x2) dzr
-f
- 2
SI:§'€2 f
=
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e Das Statische Flichenmoment .S,

+f
Sy:/x-f(m) dz
-f
=
+f
Sy:§-/x-\/f2—x2-dx
-f
=
Sy =0
e Der Schwerpunktsabstand x5
Sy
ro = Y
ST A
=
rs = 0
e Der Schwerpunktsabstand yg
Sz
Ys = A
=
4
V=g
=
ys ~ 0,424 - e
e Das Statische Linienmoment L,
+f
Lm:/y-\/l—i—f’z(m)-dﬂc
-f
=
+f 5 5
e e x
me-/\/f2w2~\/l+f2'fz_m2~dx
—f
=
2 _ f2
Lm:e2+f—~ c -In oSt
2 e2 — f2 e — e2 — f2
=

Lo e (erte
v e —£&r

Mit e, der Linearen Exzentrizitit

e Das Statische Linienmoment L,

+f
Ly:/x-\/l—i—f’Q(x)-dm
—f
=
+f 5 5
e T
Ly, = gc-\/l—&—fQ-fz_w2 dx
=
L,=0
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e Der Linienschwerpunktsabstand x .y,

o Der Linienschwerpunktsabstand ys.r,

Fiirden Fallr = e = f:

9y

2 2 _ 2
lim S, = lim e? + lim — - In € [Pre
e—f e—f e— e _

72\ Je2-gr

lirr}Lm =2+ f?

IATEX
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