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1 Die Methode der kleinsten Quadrate anhand eines Beispiels

1 Die Methode der kleinsten Quadrate anhand eines Beispiels

1.1 Modell zur Berechnung einer Losung fiir den linearen Fall

Pqixq:y4) y=ax+b
®

hy)
P'1(x1;ax1+b)
' P'z(xz;ax2+b)

P'nixniaxntb)  Pylxpiyo)

X

o
-

Modell zur Berechnung einer Linearen Regression nach der Methode der kleinsten Quadrate.

Die Methode der kleinsten Quadrate ist ein Verfahren in der Regressionsrechnung. Dabei wird eine
Funktion gesucht, welche moglichst nahe der Datenpunkte verlduft.

Das Vorgehen geht dahin hinaus, das eine Mismatch-, Fehl oder auch Straffunktion F’ (z;a;b) ge-
sucht wird, welche die Koeffizienten a und b im Punkt des lokalen (und auch globalen) Minimum
liefert.

Der Abstand h als Strecke zwischen den Punkten P und P/ (parallel zur Ordinate).

h3 = (21— 21)" + (y1 — (a- 21 + b))
h} = (22— 22)° + (2 — (a- 22 + b))

hi = (xn - JCn)2 + (yn — (a c Ty + b))2

h%:(ylfawclfb)Z
h%z(yg—a-xg—b)Z

Die Fehlfunktion ist definiert durch:

=
F=hi+h3+...+h2
Damit ergibt sich fiir F':
(yl—a'fl—b)2
+(y2 —a- 22— b)?
F= )

+(yn_a'xn_b)2

=
Yi—2a-z1y1 — 26y + 2ab- 21+ a® - af b
+y3 — 2a- zoys — 2b- Yo + 2ab - x5 + a® - 23 + b?
F:
+y2 —2a - Tpyn — 2b -y, + 2ab -, +a? - 22 + b2
=

F={y"} —2a-{xy} - 2b- {y} +2ab - {z} +a® - {*} +n V7
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1 Die Methode der kleinsten Quadrate anhand eines Beispiels

1.2 Suche nach einem Extrema

Um das Extrema, das vermutete Minimum zu finden muss F' (a; b) partiell differenziert werden (da
[OO1]ff. jetzt zweidimensional).

) )
5. =0 =0
~ )
%F:O—Q-{wy}—0+2b'{x}+2a~{m2}+0:0
%F:O—O—Q-{y}—|—2a-{x}+0+2n-b:0
=

2a-{2*} +2b- {2} —2 - {zy} =0
2a-{z}+2b-n—2-{y} =0

Uber den GauBalgorithmus wird das vorliegende Gleichungssystem gelost.

o) ey
a+b {mQ} {:102} 0
o {y}
a+b {x} {a:} 0
- @ n\ () W
b ({:ﬂ} ‘{x}) - ({w?} - {m}) =0
=

oy} o — o} {=*)
{z}? —n- {22}

Um a zu ermitteln wird nicht riickwérts eingesetzt, sondern folgender Ausdruck genutzt:

{y}=a-{x}+n-0b

b

=
SR £7) S

{z} {a}

=
R ) S ) B € el V) B Gl
{z}  {z} {z}* —n - {22}
=
_ {e} Ay} —n-{ay}

{z}? —n- {22}

Dabei gilt:

{CU}:Z%‘ {y}zZyi

{2} =2 @i-a) {oy} =3 (i)




1 Die Methode der kleinsten Quadrate anhand eines Beispiels

1.3 Nachweis des Extrema als Minimum

Damit nachgewiesen ist, dass das gefundene Extrema ein Minimum ist muss gelten:
e 2F=0

Wurde im vorherigen Abschnitt erfiillt.

e 2F=0

Waurde im vorherigen Abschnitt erfiillt.

e 22 >0

Nachweis das Extrema ein Minimum ist.

0 0
——F=2-{2°} >0
Oa da (="}
Ist immer erfiillt fiir ab zwei unterscheidbare Datenpunkte.
° %%F >0

Nachweis das Extrema ein Minimum ist.

g 0

Ist immer erfiillt.

e Eine Diskriminante D ist D > 0

a0 N> /00 \° 9 0 \>
DZ(aaaaF) '(ababF> —(MF) >0

Mit: 5 8 5 8
Gilt: )
D =4-{2?} 4-n?—4-{2}* >0
- 1 {a)
T

Ein Nachweis obigen Ausdrucks ist zahlentheoretisch moglich. Wenn
reN
ist ein Nachweis schnell gezeigt.

ey = k=2-+1) {2} =K =2 -m+1)-Cn+1)

i=1 =1

=
1 6-n-(n+1)
n>_-
2 2-n-(n+1)-(2n+1)
~ 1 3
2
—n—=2>0
n +2 n 4>

Fiir alle n > 1 ist diese quadratische Ungleichung erfiillt und F' befindet sich im Minimum.
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1 Die Methode der kleinsten Quadrate anhand eines Beispiels

1.4 Beschreibung des Problems in Matrizenform

Aus den vorhergehenden Abschnitten ist bekannt.

bonta-{z} = {y}
b- {2} +a- {a?} = {ay)

Die dazu gehorige Matrize:

ey N (o) _( W
{z} {z-=z} a {z-y}
Losungsmoglichkeiten sind vorhanden, eine Verallgemeinerung fiir Regressionspolynome der Form

P(x):an'$n+an71'.Z‘n_1+...+a2-x2-|-a1.x_|_a0

ist hieriiber moglich.




2 Regression n- ter Ordnung

2 Regression n- ter Ordnung
Gesucht ist das Regressionspolynom P ().
P () =ap A"+ an_1 - A" 4 +as- A 4a-A+ag (an #0)

Wobei n der Grad oder die Ordnung des Polynoms P () ist.




2 Regression n- ter Ordnung

2.1 Regression n- ter Ordnung iiber die Determinanten
[OO1]ff. Um das Polynom P () ermitteln zu konnen, wird zuerst eine quadratische Matrix aufgestellt:
n {«t  {=*} - {a"}

fz}  {e®y {2} - {2
M= {=2} {2} {etp o {2

O e IR R
Zusitzlich wird eine Spaltenmatrix benotigt.

{v}
{z -y}
v=| {+*y}

{z" -y}

Nichster Schritt, jedem Koeffizienten a; wird eine quadratische Matrix zugeordnet. Diese Matrix ist
grundsitzlich identisch zu M. Unterschied, die ¢ + 1 Spalte wird mit den Elementen von V' ersetzt.
So gilt beispielshalber:

{y} {e} {22} - {27}
R B N
wo | G20y L ) )

R R
R ) e

{z}  A{z-yy {2} - {2}
ar | {2*} {2y {ety o {2

{z"} A{a" -y} {a" T} o {27
n {=} vyp - 2"}
{zy  {«*}  Afz-y} - {2"T})

as — | {2} {e®} {e*y) o {2}

) {1} ) o {a?)

R S P TU
S S S O S
wo | ) (B fe) o (o)

{l‘n} {J)n+1} {xn+2} . {fl?” . y}
Wenn nun die Determinanten von M und a; < errechnet werden, dann sind die Koeffizienten a;
von P () ermittelt.

. det (ap <) _ lag <] o det (a1 <) _ lay <]
07 “det (M) |M]| YT T det (M) |M




2 Regression n- ter Ordnung

det(ag <)  |ag <] det(a, <) |an <]
as = = a = =
7 T det(M) |M]| " det (M) |M]

Dabei gilt aus den gegebenen Datenpunkten:

{33}22/\1' {y}zzyi

{#} =22 {zgh =3 0w

{x3}=Z(/\i->\i->\i) {xz-y}ZZ()\i~)\i~yi)
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2 Regression n- ter Ordnung

2.2 Regression n- ter Ordnung iiber den GauBalgorithmus

Um das Polynom P () ermitteln zu konnen, wird folgendes Gleichungssystem aufgestellt:

PA)=an A" +an1- A" +.. . +ay- A +a-A+ag

=
R € B e N ) an )
CI R €l SR € STTN o) S I I fa-y)
{2} {2} Ao} o e ] @ | = {2?y)
@y et} ey e e )\ fa" -y}
=

ap-n+ar-{z}+as-{2°} +.. . +a, {2"} = {y}
ap-{z}+ar- {2} +as- {2*}+.. . +a, {a"T} = {2y}
ao-{m2}+a1-{$3}+a2~{$4}+...+an~{x”“}:{x2-y}

ap - {z"}+ar - {2"} +ax {2" P+t a, - {27} = {2 -y}

Durch Losen des Gleichungssystems ist das Polynom bestimmt. Dabei gilt aus den gegebenen Da-

tenpunkten:
{95}:2)\1‘ {y}zzyi
{xz}:Z(/\i'/\i) {w-y} = (N\i-w)

i=1

{x3}:Z(>\i->\i~>\i) {IZ'Z/}:Z(/\@'/\@'%)

10



2 Regression n- ter Ordnung

2.3 Probleme mit dem Ausdruck {z -z -z-z-...}

Bei groen Datenmengen, sehr kleinen x- Werten aber auch sehr gro3en x- Werten kann es Probleme
mit dem {z -z -z -« -...}- Ausdruck geben. Von Rundungsfehlern, Divisionsproblemen bis Zah-
lenbereichsiiberfliisse in verschiedenen Programmiersprachen ergeben sich unter Umstéinden Pro-
bleme bei der Berechnung des Polynoms.

Eine Moglichkeit diese Probleme zu umgehen, ist das Skalieren der Datenpunkte mit € hin zu giins-
tigen Werten.

PuOniXa) = Paledwie-Xa) = Po(A %)
Das Polynom lautet dann:
X=a, N+ an1 - N 4a, o N2+ . 4as-N+a-\+ao
Eine Riickskalierung ergibt die exakte Regression.

X:5"71~an-)\"+5”72~an_1~)\”71+5”73~an_2~>\”72+...+€~a2~)\2+a1~)\+571~a0

11
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3 Sextische (Triquadratische) Regression

3 Sextische (Triquadratische) Regression

3.1 Sextische Regression iiber den GauBalgorithmus

Es soll eine Sextische Regression mit Datenpunkten P, (\,; X,,) durchgefiihrt werden. Wobei A
eine Wellenldnge darstellt und X eine Ortskoordinate.

Um das Polynom P ()\) ermitteln zu kénnen, wird folgendes Gleichungssystem aufgestellt:

PA=a-M4b- Xt Xtd Nre N+f-Atg

no A {o?} {2} {of) (a7} {o%)
{z} {o?} {2} {o} {2} {°} {7}
{«} {2°} {2} {o*} {o°} {7} {o%})
{«2 {o'} {o°} {o°} {27} {o°} {2%}
{«'} {e} {o°} {27} () {a"} {«'%}
{eo} {o%) {a") {a} {2} {2} {o'} {e° -y}
{«°F {7} {2} {o%} {«} {a"} {o%} {%-y}
Letztendlich ist es ,,nur notig eine inverse Matrix von M zu finden, um die Losung zu generieren.
Ist M ~! gefunden ist die Regression vollendet.

no e} {22} {o°} {2} {&°} {o%)
o} {e?} {2} {2} {e®} {a%) {a7}
{«2} {e?} {a'} {2} {o°} {o"} {a%}
M7= et ot} e} {20} {7} (o) {a%)
{e'y {e?y (%) {2} {o%)} {2} {a¥%}
{«°y {e®) {7} {2} {o")} {2} {o'}
{«°} {e™} {«*} {2} {} {a¥} (=}

{z}
{z -y}
{2% -y}
=M 1V=Mm" {x3y}
{=* vy}
{=° y}
{2° -y}

{z}
{z -y}
{=* y}
{z° y}
{z*y}

Q@ o o A0 =Y
Il

-1

ISEEEES N e B S T O

Dabei gilt aus den gegebenen Datenpunkten:

{x}:Z)\i {x}:Z)\i

{#} =20 2) {eogp=3 (N X))

i=1

{I3}:Z()\i.)\i.)\i) {IZ'y}:Z(/\i‘/\i'Xi)

12



3 Sextische (Triquadratische) Regression

3.2 Probleme mit dem Ausdruck {z -z -z-z-...}

Bei groen Datenmengen, sehr kleinen x- Werten aber auch sehr gro3en x- Werten kann es Probleme
mit dem {z -z -z -« -...}- Ausdruck geben. Von Rundungsfehlern, Divisionsproblemen bis Zah-
lenbereichsiiberfliisse in verschiedenen Programmiersprachen ergeben sich unter Umstéinden Pro-
bleme bei der Berechnung des Polynoms.

Eine Moglichkeit diese Probleme zu umgehen, ist das Skalieren der Datenpunkte mit € hin zu giins-
tigen Werten.

PuOniXa) = Paledwie-Xa) = Po(A %)
Das Polynom lautet dann:
X=a- 40NN+ Mtd-Nre N+f- Aty
Eine Riickskalierung ergibt die exakte Regression.

X:e5-a-A6+e4-b.A5+a3-c-A4+aQ.d-A3+e-e.A2+f-A+g

13
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4 Quintische Regression

4 Quintische Regression

4.1 Quintische Regression iiber den Gauflalgorithmus

Es soll eine Quintische Regression mit Datenpunkten P, (\,; X,,) durchgefiihrt werden. Wobei \
eine Wellenldnge darstellt und X eine Ortskoordinate.

Um das Polynom P ()\) ermitteln zu kénnen, wird folgendes Gleichungssystem aufgestellt:

PN =a-N+b-M+c- N +d-Nte A+ f

no A{zp e} {2} {o*} {o%}
e} {o?} {&?} {o} {o°} (o}
{2} {2} {o'} {o°} {o°} {7}
{2} {a*} {o*} {o°} {27} {o%}
{*} {«*} {=°} {o"} {&°} {%} {z* -y}
{27} {2} {7} {a) {2} {&'%} {#” v}
Letztendlich ist es iiber den GauB3- Jordan- Algorithmus ,,nur* nétig die Matrix M in eine Ein-

heitsmatrix £ um zu wandeln, um eine Losung zu generieren. Ist E/ entwickelt ist die Regression
vollendet. Mit Hilfe der Determinanten lassen sich dann die Koeffizienten darstellen.

{z}
{z -y}
_ | {#*y)
{2° v}

Q T 0 QA %

100000 f If <]
01000 0 e le |
00100 0 d d o
M1 6 001 0 0 - ||c<—>|
000010 b o
00000 1 a la |

Dabei gilt aus den gegebenen Datenpunkten:

fop=2"0 {ab=3"x
{22} =2 Q) {myh =3 (N X)

i=1

{2} =2 Qe hn) {oyh =3 (A X)

14



4 Quintische Regression

4.2 Probleme mit dem Ausdruck {z -z -z-z-...}

Bei groen Datenmengen, sehr kleinen x- Werten aber auch sehr gro3en x- Werten kann es Probleme
mit dem {z -z -z -« -...}- Ausdruck geben. Von Rundungsfehlern, Divisionsproblemen bis Zah-
lenbereichsiiberfliisse in verschiedenen Programmiersprachen ergeben sich unter Umstéinden Pro-
bleme bei der Berechnung des Polynoms.

Eine Moglichkeit diese Probleme zu umgehen, ist das Skalieren der Datenpunkte mit € hin zu giins-
tigen Werten.

PuOniXa) = Paledwie-Xa) = Po(A %)
Das Polynom lautet dann:
X=a-NX+b- M4+ XN+d- N+e A+ f
Eine Riickskalierung ergibt die exakte Regression.

f

X:e4-a-/\5—1—83-b-)\4+62~c~/\3+s~d->\2+e-/\+g

15
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5 Biquadratische Regression

S Biquadratische Regression

5.1 Biquadratische Regression iiber den GauBalgorithmus

Es soll eine Biquadratische Regression mit den bekannten Datenpunkten P,, (\,,; X,,) durchgefiihrt
werden. Wobei A eine Wellenlidnge darstellt und X eine Ortskoordinate.

Um das Polynom P () ermitteln zu kénnen, wird folgendes Gleichungssystem aufgestellt:

PN=a-M4+b-MPHc- XN +d-Ate

n {z} {x2} {x3} {:104} e {y}
{«} {?} {27} {2"} {°} d {o-y}
{2} {2°} {o*} {2} {2} c |=1 {=* v}
{2} {='} {2} {2} {7} b {#* -y}
{'} {2} {o°F {27} {=%} a {«* v}

n-e+{z} -d+{2*} -c+{z*} b+ {a*} - a={y}
{z} e+ {2*} - d+{2®} - c+ {2*} b+ {2®} a={z -y}
{e?} et {a?}-d+ {2} et {a?} b+ {a"} o= {a® -y}
{e°} e+ {2’} d+ {2’} e {a®) b+ {oT} - a = {a” -y}
{e'} e+ {2’} d+{a®} et {aT} b+ {o"} 0= {a" -y}

Durch Losen des Gleichungssystems wird das Polynom bestimmt.

A-d+B-¢c+C-b+D-a=F
F-d+G-c+H-b+1-a=J

K-d+L-c+M-b+N-a=0
P-d+Q-c+R-b+S-a=T

i ~ ~ ~ ~
A-¢c+B-b+C-a=D
E-c+F-b+G-a=H
Ic+J-b+K-a=1L
: ~ A A~
A-b+B-a=C
Db+E-a=F
é - —
A-a=B

Damit sind die Koeffizienten a; b; c; d und e betimmt. (Rot hervorgehobene Terme sind bestehend
aus nativen Hilfsvariablen)

B
a = —
A
:> A A
b—g—é-a
A A
= . . -
D C B
C:T—T'G—T‘b
A A A
- E D C B
dzzfzafzbfz(
=

e=Y - X-a-W-b—-V.c—-U-d

16



5 Biquadratische Regression

Mit den nativen Hilfsvariablen.

O Cl SN Cf ST Cab S S (il
A=v - pevo T c=w ) pex - T

PRV G2 ) S (0 RV Gl SR 0

{2} C0 N O te?)
I e e
ngli NXK:% OY{1;3;/} pUgE

Und:

Sowie den nichtnativen Hilfsvariablen.

- B G -~ C H ~ D I ~ E J
A=2-F P27 "2 F P 3 F
. B L -~ C M ~ D N - E O
E=3"% '=2" % "2 %k =4 %
. B Q - C R . D S - E T
I=%3-p 772 9 =27 =4 p
Und: ~ ~ ~ _ ~ _
A FE A FE A E
p=B_ L p ¢ K p D L
A T A T A T
Und: ) . . A
i L g ¢k
A D A D
Dabei gilt aus den gegebenen Datenpunkten:
{LL‘}:Z)\Z‘ {LL’}ZZAZ
i=1 i=1
{22} =>"(- M) fzoyb=> (N X))
=1 =1

{2} =20 xi ) {a?yh =D (- h- X))
=1 i=1

EH=2 e Acacn) e

17
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5 Biquadratische Regression

5.2 Probleme mit dem Ausdruck {z -z -z-2z-...}

Bei grofen Datenmengen, sehr kleinen x- Werten aber auch sehr grof3en x- Werten kann es Probleme
mit dem {z -z -z - x-...}- Ausdruck geben. Von Rundungsfehlern, Divisionsproblemen bis Zah-
lenbereichsiiberfliisse in verschiedenen Programmiersprachen ergeben sich unter Umstéinden Pro-
bleme bei der Berechnung des Polynoms.

Eine Moglichkeit diese Probleme zu umgehen, ist das Skalieren der Datenpunkte mit € hin zu giins-
tigen Werten.

PuOwiXa) = Pale-dmie-Xa) = Po(A %)
Das Polynom lautet dann:
X=a-M4+b- X+ Nrd-Ate
Eine Riickskalierung ergibt die exakte Regression.

X:53-a-)\4+52~b-)\3+e-c-)\2+d-)\+§

18



6 Kubikregression

6 Kubikregression

6.1 Kubikregression iiber den GauBalgorithmus

Es soll eine Kubikregression mit den Datenpunkten P, (\,,; X,,) durchgefiihrt werden. Wobei ) eine
Wellenldnge darstellt und X eine Ortskoordinate. [001]ff.

Um das Polynom P () ermitteln zu kénnen, wird folgendes Gleichungssystem aufgestellt:

PA)=a-N+b-X+c-A+d

n {z} {x2} {x?’} d {y}
{«} {2} {27} {2%} c|_| {e-9}
{2} {o*} {a'} {2°} b {22y}
{2} {a'} {o°} {2} a {2°-y}

d-n+c-{a}+b-{2°} +a- {2*} = {y}
d-{z}+c-{2*} +b-{2*} +a - {2'} = {2y}
d-{a*}+c{e’} +b-{a'} +a- {2’} = {a® -y}

d e {2} oo e} bas () = (e )

Durch Losen des Gleichungssystems ist das Polynom bestimmt. Dabei gilt aus den gegebenen Da-
tenpunkten:
fz}=>"A\ {a}=>_N\
=1 i=1
{@P =2 i-x) fegr=) (N X)
i=1 i=1
{2} =300 A0 {2k = (A X))
Z i=1

Zur Losung, der GauBalgorithmus:

d+%-c+{x—?.b+§.a:%
{mQ} IR Gt PR G SR 8

B I S £ S
{gg3} - {m4} {$5} . (2% y}
IR A PO R o (=2}
{x4} +{ } {zG} L {8y}
{gg?’} { } {3} {333}

=
A-c+B-b+C-a=D
E-c+F-b+G-a=H
I-c+J-b+K-a=1L
=

M-b+N-a=0
P-b+Q-a=R
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6 Kubikregression

S-a=T

Damit sind alle Koeffizienten a; b; ¢ und d ermittelt. (Rot hervorgehobene Terme sind bestehend aus
nativen Hilfsvariablen)

)
5
=
po 9N
M M
=
b B, C
“TA A A
=

Mit den nativen Hilfsvariablen:

A CO R €

n n n n

[:V—{:LA} J:M/_{ws} I(:X_{wﬁ} L—U_{‘/L‘:j.y}

{23} {23} {23} - {23}
() (') () (1)
E=V-— F=W-— =X - H=U-
e 7 S 5 B A e
) ) ) o)
A=V — B=W — C=X - D=U— .
{z} {z} {z} {z}
Sowie den nichtnativen Hilfsvariablen.
N Q O R
= pr TTu P
Und: B J C K D L
P=3-7 @=32-7 %=3771
B F cC G D H
M=3-% =28 °" 2%

Die eben aufgezeigte Umformung obiger Matrizen mittels des GauB3- (Jordan-) Verfahren ergibt ohne
Auflosung der Arrays:

{«} {22} {*} {a*} el {z -y}
{e2} {2} {="} {o°} b {a -y}
{«#} {2} {7} {«%}

S

a {23y}
=
1000 d d |
01 00 c lc <
0] -
0010 b b |
0 0 01 a la < |

Wobei letztendlich das der Losungsweg iiber die Determinanten darstellt.

20



6 Kubikregression

6.2 Probleme mit dem Ausdruck {z -z -z-2z-...}

Bei gro3en Datenmengen, sehr kleinen x- Werten aber auch sehr groflen x- Werten kann es Probleme  [001]ff.
mit dem {z -z -z -« -...}- Ausdruck geben. Von Rundungsfehlern, Divisionsproblemen bis Zah-
lenbereichsiiberfliisse in verschiedenen Programmiersprachen ergeben sich unter Umstéinden Pro-

bleme bei der Berechnung des Polynoms.

Eine Moglichkeit diese Probleme zu umgehen, ist das Skalieren der Datenpunkte mit € hin zu giins-
tigen Werten.

Py X)) —  Po(e-Amie-Xn) — Pn(;\n;f(n)

Das Polynom lautet dann: ~ ~ R ~
X=a-N+b-N+c-A+d

Eine Riickskalierung ergibt die exakte Regression.

d
X:ez-a-)\3+s-b~>\2+c~/\+g
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[001]ff.

7 Quadratregression

7 Quadratregression

7.1 Quadratregression iiber die Determinanten

Es soll eine Quadratregression mit Datenpunkten P, (\,; X,,) durchgefiihrt werden. Wobei A eine
Wellenlidnge darstellt und X eine Ortskoordinate.

Definiert werden Summen folgender Form:

@=3n W=3x

n

{#} =20 2) {eegp=3 (N X))

i=1

(2} =2 A d) e od =3 0 Xy

i=1

Damit sind die Determinanten definiert.

D =

{zy {«*} {2%}
{«2} {«"} {o%}

{v}  {=} {2%}
C=| {z-y} {x2} {x?’}
(o () (o)

n v} {+°}
B=| {z} A{z-y} {2°}
{e?} {a?-y} {o%}

no Az} Ay}
A=| {z} {2°} {o-y}
{«2} {=°} {2y}
Jetzt sind die Koeffizienten a, b und ¢ berechenbar.

A
D

,_B __¢C
a = == C= —=
Mit:

—{z} - {z}- {x4} + {z}- {xQ} . {x?’}
O 02) () - ) 2) - (07

{ +{u}- {2?} {2} - {0} - (e} - {*)
C =

{+n4ﬁ}wﬁ}n4f}4ﬁ}
D =

—{z-y}A{a} - {2} + {2y} - {22} {2P)
+{a? oy} {a} - {a®} = {a? -y} - {2} - {2}
{ ey} {at) =0 {2?) - {a? -y
B=q —{a}-{y}-{«*} +{a}- {2} - {2° -y}
) 0 ()~ () () )
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7 Quadratregression

tn {22} {22y —n-{x-y} {22 y)
A={ —fa} o} {220} + {2} (o} (%)
{2} oo — (o} {7} {o?)

Das Regressionspolynom y ist bestimmt.

y=a -z’ +b-x+c

X=a-N+b-Atec
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7 Quadratregression

7.2 Quadratregression iiber den GauBlalgorithmus

[OO1]ff. Es soll eine Quadratregression mit Datenpunkten P, (\,; X,,) ausgefiihrt werden. Wobei \ eine
Wellenlidnge darstellt und X eine Ortskoordinate.

Definiert werden Summen folgender Form:

{z} ZZ/\i {y} ZZXi

n

{#} =20 2) {oogp=3 (N X))

i=1

G =N () =Y e n X)

{.’1?4} = Z ()\Z . )\i . )\i . )\Z)
i=1

Damit ist das Gleichungssystem fiir die Koeffizienten a, b und ¢ berechenbar.

n-c+{z} b+ {2*} a={y}

{a} e+ {2°} b+ {2} a={z -y}
{xQ} e+ {xg} b+ {a:4} ca={2"y}
Mittels GauBalgorithmus wird aufgelost.
2
L S il O 01}
n n n

), e
{z} {z} {z}

R SO e
=T T

c+

c+

c+

A-b+B-a=0C
D-b+E-a=F

Der nichste Schritt.

b B _C
+Z a=-
b+E'CL—E
D D
=
G-a=H

Damit ist a bestimmt (Rot hervorgehobene Terme sind bestehend aus nativen Hilfsvariablen).

_H A-F-C-D
"G A-E-B-D

a

Riickwirts eingesetzt ergibt b.

b B
A4
=
b*g—g-n
A A
Fiir ¢ gilt:

c+I1-b+J-a=K
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7 Quadratregression

=
c=K—-1-b—J-a

Das Regressionspolynom y ist bestimmt.
y=a-2°+b-x+c

=
X=a-N+b-A+tc
Mit den nativen Hilfsvariablen:

n n

Und:

wy
)

R Cl B L

B=J By
© {a} T {2
. 2
) @)
Sowie den nichtnativen Hilfsvariablen:
B FE C F
= — — — H = —_— — —
A D A D

Die eben aufgezeigte Umformung obiger Matrizen mittels des Gau3- (Jordan-) Verfahren ergibt ohne
Auflosung der Arrays:

n {} {2?} c {y}
fe} {2} {2} || 0 )= (o9}
o2} {e*} {a%} a {e*- v}

100 c lc |

IM|-{ 0 1 0 |- b |=]| [b]

0 01 a la < |

Wobei letztendlich das der Losungsweg iiber die Determinanten darstellt.

IM@kH{+@}h%{ﬁ}{M{ﬁfwfkwkhﬂ+@wkhﬂ{ﬁ}
= e +{a? g} fa} - {o°} — {2% -y} - {2%)

+{y}- {12} . {13} —{y} - {z}- {x4} +{z- -y} -n- {1:4} —{z-y}- {x2}2
) (o) 4 ) ) (o)

o} {a®} — (- {22} — (e} on- () + {ooy) - {a) - {o?)
+{z% -y} -n-{2*} — {2y} {x}?

Womit die Koeffizienten a; b und c direkt ermittelt werden kdnnen.

(M| =n-{z*} {z*} —n- {x3}2 —{z}*- {2} +2- {2} {2®} {2*} - {1;2}3

|Mb:bﬂ={

|Ma=mﬁ={

M) = (0 o) = {2F) fath 2o fod (2] o) = o o ()

M| = MY {e*) + 2 {a) - {22} {08} = {22} —n - {28)

Wobei [M|®) die Determinante der Matrix M aus der Quadratregression ist und | M| die der
Linearregression.
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7 Quadratregression

7.3 Probleme mit dem Ausdruck {z -z -z - x}

Bei grofen Datenmengen, sehr kleinen x- Werten aber auch sehr grof3en x- Werten kann es Probleme
mit dem {x - x - « - }- Ausdruck geben. Von Rundungsfehlern, Divisionsproblemen bis Zahlenbe-
reichsiiberfliisse in verschiedenen Programmiersprachen ergeben sich unter Umstinden Probleme
bei der Berechnung des Polynoms.

Eine Moglichkeit diese Probleme zu umgehen, ist das Skalieren der Datenpunkte mit € hin zu giins-
tigen Werten.

Py X)) —  Po(e-Amie-Xn) — Pn(;\n;f(n)

Das Polynom lautet dann: ~ ~ ~
X=a-N24+b-A+c

Eine Riickskalierung ergibt die exakte Regression.

X:e-a~/\2+b->\+§
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8 Linearregression

8 Linearregression

Es wird eine Linearregression mit Datenpunkten in der Form P, (\,; X,,) durchgefiihrt. Wobei A  [001]ff.
eine Wellenldnge darstellt und X eine Ortskoordinate.

Definiert werden Summen folgender Form:

{ﬂf}ZZ)\i {y}ZZXz‘

n

(=2 N {zegr=) (- X))
i=1

=1
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8 Linearregression

8.1 Linearregression iiber die Determinanten

([ n Az _( {y}
<{f”} {172}> V<{ﬂf-y}>

bH( {y} {x}) H( no {y} )
{z -y} {2*} {z} {a-y}

Die dazu gehorigen Determinanten:

det (M) = M| =n-{z?} — {2} - {z}
det(a <) =la=|=n-{z -y} —{z} {y}
det(b <) = [b | = {y} - {2*} —{z -y} {2}

Damit sind die Koeffizienten a und b berechenbar.

Aufstellen der Matrizen.

Somit:

[Rd N d

| M]| M

{z-ydn—Aa} -y}, _{o°} W} —{z -y} {)

a= 2 2
{22} - n — {a} {22} - n — {x}
Das Linearpolynom y ist bestimmt.

y=a-x+b

X=a-A+0D
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8 Linearregression

8.2 Linearregression iiber den GauBalgorithmus

Die zur Linearregression dazu gehorige Matrize:

({Z} {{;}})(2)‘({5@})

=
n-bt{z}-a={y}
() b+ 2} oa (o)
=
b+%-a:%
{xZ}.a_{x.y}
b {z}  {x}
=
LA Gt IR ) A
=
o 1oy} n—{z}-{y}
{22} - n— {;r}z
Fiir b gilt:
bzﬁiﬁ{x}{y}*{xg]}n
" n {$}2*{$2}-n
=

) - (e o)
= ; 2
{22} - n — {a}

Das Linearpolynom y ist bestimmt.

y=a-x+b
=

X=a-A+0
Die eben aufgezeigte Umformung obiger Matrizen mittels des GauB3-(Jordan-)Verfahren ergibt ohne
Auflosung der Arrays:

no ey Y (v _( W
{e} {2?} a {z-y}

=

{2}y —{zy} {2}
<1 O>'<b>:< Rt
01 vy} n—{z}{y
“ (2} n—{z}?

ISR S SV O R DY O € SR V) e E R AR O,
<{ } {}> <0 1) <a> ( {z-yt-n—{z} {y} >

et ( {y}

{z}
()G T )

{y}

{z} {z-y}

(47 (2)-(42)

Wobei letztendlich das der Losungsweg iiber die Determinanten darstellt.
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[001]ff.

8 Linearregression

8.3 Nichtlineare Regressionen als Ableitungen der Linearregression
8.3.1 Potenzfunktionelle Regression

Definiert ist eine Potenzfunktion:
y=>b-2°

Die Riickfiithrung in eine lineare Funktion ist denkbar einfach.

Iny=1In(b-z%)

Iny=Inb+a-lnx «— Y=B+A-X
Damit ist folgendes Vorangehen zwecks Regression gegeben.

e Die gegebenen zu regressierenden Datenpunkte P; (x;; y;) werden transformiert.
X, =Inz; Y, =Iny;

Die Datenpunkte liegen nun in der Form P; (X;;Y;) vor.
e Durchfiihren einer linearen Regression. Als Ergebnis sind die Koeffizienten A und B bekannt.

e (Riick)Transformierung der Linearkoeffizienten A und B in die potenzfunktionelle Koeffizienten
aund b.

a=A
Sowie:
B=1Inb
=
b=eP

Schon bei der Transformation der Datenpunkte ist ersichtlich, dass diese Regression nur angewandt
werden kann, wenn y; und x; nichtnegative von Null verschiedene Werte besitzen.Im Besonderen
ist bei jeder Transformation Vorsicht geboten, dass die gegeben Randbedingungen und Vorausset-
zungen eingehalten werden.

Selbstverstindlich kann hier auch der dekadische Logarithmus log,, = lg zur Transformation ge-
nutzt werden.

Fiir b € N. Diese Regression ist eine konsequent ,,abgespeckte* Polynomregression. Alle Koeffizi-
enten aufler a; sind Null. So gilt fiir diese Regression in Matrixschreibweise:

10 --- 0 ao lag < 0

01 -0 ay lay < 0
M} A ' : - : - :

0 0 1 ayp |ab <—>| |ab <—>‘

Schon aus der Komplexizitit von |a; < | ist mit der Forderung, dass diese Determinanten Null sein
sollen ersichtlich, dass diese Regression selten den praktischen und realen Anforderungen geniigt
und mehr theoretischen bzw. Spezialfillen vorbehalten sein wird. Exemplarisch sei hier die ein-
fachste Linearregression y = x genannt. Mit b = 1 gilt:

bl =0={z -z} {y} —{z-y} {2}

Die Variable y wird durch z substituiert (oder umgekehrt).

0={z-z} {2} —{z -2} {2} ={y -y} - {y} —{y v} {y}

Was eine wahre Aussage liefert und mit b = 2 dann y = 22 und héhere b genauso funktioniert.
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8 Linearregression

8.3.2 Exponentielle Regression

Definiert ist eine Exponentialfunktion: [001]ff.
Y= h.e®®

Die Riickfithrung in eine lineare Funktion ist denkbar einfach.

Iny=In(b-e*™)

Iny=Inb+a-z < Y=B+A-X
Damit ist folgendes Vorangehen zwecks Regression gegeben.

e Die gegebenen zu regressierenden Datenpunkte P; (x;; y;) werden transformiert.
Xi=uw; Yi=Iny;
Die Datenpunkte liegen nun in der Form P; (X;;Y;) vor.

e Durchfiihren einer linearen Regression. Als Ergebnis sind die Koeffizienten A und B bekannt.

o(Riick)Transformierung der Linearkoeffizienten A und B in die exponentialfunktionelle Koeffizi-
enten a und b.

a=A
Sowie:
B=1Inb
=
b=eP

Schon bei der Transformation der Datenpunkte ist ersichtlich, dass diese Regression nur angewandt
werden kann, wenn y; nichtnegative von Null verschiedene Werte besitzt. Im Besonderen ist bei
jeder Transformation Vorsicht geboten, dass die gegeben Randbedingungen und Voraussetzungen
eingehalten werden.
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8 Linearregression

8.3.3 Rationalfunktionelle Regression

Definiert ist eine rationale Funktion: !
T

a+x
Die Riickfithrung zu einer linearen Funktion ist denkbar einfach.

y:

1

Y

— Y=B4+A-X

8

La
b

S| =

Damit ist folgendes Vorangehen zwecks Regression gegeben.

e Die gegebenen, sigmoidal zu regressierenden Datenpunkte P; (x;;y;) werden transformiert.
1
Xi=—  Yi=—

Die Datenpunkte liegen nun in der Form P; (X;;Y;) vor.
e Durchfiihren einer linearen Regression. Als Ergebnis sind die Koeffizienten A und B bekannt.

o (Riick)Transformierung der Linearkoeffizienten A und B in die rationalfunktionelle Koeffizienten
aund b.

1
b= —
"~ B
Sowie: a
A= —
b
=
a=A-b

Der rationalfunktionelle Koeffizient b ist bekannt, wird eingesetzt und umgeformt. Ergebnis ist eine
Berechnungsgrundlage fiir a.

a=—

B

Die betrachtete rationale Funktion besitzt im Zihler kein Absolutglied. Folge ist, dass fiir ein x = 0
auch ein y = 0 gilt. Daher miissen die zu regressierenden Datenpunkte sich um P (0;0) versam-
meln, bzw. weit entfernt von diesem sein, um dem Regressionsgrafen es zu ermoglichen, sich vom
Koordinatenursprung hinaus in die Datenwolke hinein zu regressieren. Im Besonderen ist bei jeder
Transformation Vorsicht geboten, dass die gegeben Randbedingungen und Voraussetzungen einge-
halten werden.
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8 Linearregression

8.3.4 Sigmoide Regression nach Mitscherlich

Definiert ist eine sigmoidale Wachstumsfunktion, auch nach dessen Beschreiber Mitscherlich- Funk-
tion ! genannt:

a-b
a+(b—a) -ec*

’y =
Die Riickfiihrung zu einer linearen Funktion ist denkbar einfach.

1

b—a

e " « Y=B+A-X
a-b

+

Y

| =

Damit ist folgendes Vorangehen zwecks Regression gegeben.

e Die gegebenen, sigmoidal zu regressierenden Datenpunkte P; (z;; y;) werden transformiert.
Xi = 6_6.17: }/1 = —

Der Koeffizient c ist unkritisch und dient lediglich der Skalierung zu kleiner oder zu grof3er Betrige
von z. Die Datenpunkte liegen nun in der Form P; (X;;Y;) vor.

e Durchfiihren einer linearen Regression. Als Ergebnis sind die Koeffizienten A und B bekannt.

e (Riick)Transformierung der Linearkoeffizienten A und B in die Mitscherlich-Koeffizienten a und

b. )
h= —
'~ B
Sowie: 5
—a
A:
a-b
=
o b
Cbh-A+1

Der Mitscherlich- Koeffizient b ist bekannt, wird eingesetzt und umgeformt. Ergebnis ist eine Be-

rechnungsgrundlage fiir a.
1

T A+B
Sind die Punkte P; (z;;y;) streng sigmoidal um den Regressionsgrafen der Mitscherlich-Funktion
angeordnet, dann kann diese Funktion als Verteilungsfunktion F' angesehen werden. Wird diese

differenziert, erhélt man eine Dichtefunktion f. Auf diesem Wege ist es leicht moglich einen Algo-
rithmus zu implementieren um f zu erhalten.

a

a-b
a+(b—a)-ec*

F(x;a;b;¢) =

(b—a)-c-e“®

cacb o) =F(x-ab:c)-
(@ asbi) = F(abie) o

IEilhard Alfred Mitscherlich, 1874-1956, Pflanzenbauwissenschaftler und Bodenkundler, beschrieb das mathematisch
formulierte Wirkungsgesetz der Wachstumsfaktoren
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9 Programmierbeispiele fiir Regressionen

9 Programmierbeispiele fiir Regressionen

9.1 Fiir die Biquadratische Regression

’ Berechnungsgrundlage mit ,,0.01¢ skaliert infolge numerischen Uberlaufs groBer Datensitze
> Vordefinition der Datensitze

xxxxy = 0.0;

xxxy = 0.0;

xxy = 0.0;

xy = 0.0;

x =0.0;

y =0.0;

xx =0.0;

xxx = 0.0;

xxxx = 0.0;

xxxxx = 0.0;

xxxxxx = 0.0;

xxxxxxx = 0.0;

xxxxxxxx = 0.0;

for(z=0;z<n;z=z+1)

{

Xxxxy = xxxxy + ( Math.pow(0.01 * o[z] , 4 ) * 0.01 * w[z]);
Xxxy = xxxy + ( Math.pow(0.01 * o[z] , 3) * 0.01 * w[z]);
xxy = xxy + ( Math.pow(0.01 * o[z] , 2) * 0.01 * w[z]);
xy = xy + (0.01 * o[z] * 0.01 * w[z]);

x =x+ (0.01 * o[z]);

y =y +(0.01 * w[z]);

XX = xx + Math.pow(0.01 * o[z] , 2);

XXX = xxx + Math.pow(0.01 * o[z] , 3);

Xxxx = xxxx + Math.pow(0.01 * o[z] , 4 );

XXXXX = Xxxxx + Math.pow(0.01 * o[z] , 5 );

XXXXXX = XXXxxX + Math.pow(0.01 * o[z] , 6 );

XXXXXXX = XXXXXxxX + Math.pow(0.01 * o[z] , 7 );
XXXXXXXX = XXXXxxxX + Math.pow(0.01 * o[z] , 8 );

}

5

” Regressionskern
* Diskriminantenberechnung - bewirkt kleinere Rundungsfehler durch Skalierungsméglichkeiten
> Kolonne der 1. Diskriminantenschicht

s

Y=y/n;
X =xxxx/n;
W =xxx/n;
V =xx/n;
U=x/n;

s

> Kolonne der 2. Diskriminantenschicht
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9 Programmierbeispiele fiir Regressionen

- ( XXXXXX / XX );

- (xxy / xx);

- (xxxx / XXX );

- ( XXXXX / XXX );

- ( XXXXXX / XXX );

- ( XXXXXXX / XXX );

- (Xxxy / XXX );

- ( XXXXX / XXXX );

- ( XXXXXX / XXXX );

- ( XXXXXXX / XXXX );
- ( XXXXXXXX / XXXX );
- ( XXXXy / XXXX )}
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> Kolonne der 3. Diskriminantenschicht

s

AA=(B/A)-(G/F),
BB=(C/A)-(H/F);
CC=(D/A)-(1/F);
DD=(E/A)-(J/F);
EE=(B/A)-(L/K);
FF=(C/A)-(M/K);
GG=(D/A)-(N/K);
HH=(E/A)-(O/K);
M=(B/A)-(Q/P);
J=(C/A)-(R/P);
KK=(D/A)-(S/P);
LL=(E/A)-(T/P);

> Kolonne der 4. Diskriminantenschicht
AAA=(BB/AA)-(FF/EE);
BBB=(CC/AA)-(GG/EE),
CCC=(DD/AA)-(HH/EE),
DDD=(BB/AA)-(JI/1I);,
EEE=(CC/AA)-(KK/II);,
FFF=(DD/AA)-(LL/II);

’ Kolonne der 5. Diskriminantenschicht
AAAA =(BBB/AAA)-(EEE/DDD ),
BBBB =(CCC/AAA) - (FFF/DDD );

* Koeffizientenberechnung
a4 = BBBB / AAAA;
b4 =(CCC/AAA)-((BBB/AAA)*a4);

c4=(DD/AA)-((CC/AA)*ad4)-((BB/AA)*

b4 );

d4=(E/A)-((D/A)*ad)-((C/A)*bd)-((B/A)*cd);

ed=Y-(X*ad)-(W*b4)-(V*cd)-(U*d4);

> Entskalierung der Koeffizienten

s

ed=¢e4/0.01;
c4=c4*0.01;

b4 =b4 *0.01 *0.01;

a4 =a4 *(0.01 *0.01 * 0.01;
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9 Programmierbeispiele fiir Regressionen

9.2 Fiir die Sigmoide Regression nach Mitscherlich

> Umbau der Rohdaten in Mitscherlich- kompatible Daten
for(z=0;z<n;z=z+1)

{

o_inv[z] = Math.pow(e , ( (-o[z]) / alpha ) );

w_inv([z] = Math.pow( w[z] , -1 );

}

>

” Beginn Lineare Regression der Mitscherlich Daten
* Vordefinition der Datensitze

xy = 0.0;

x =0.0;

y =0.0;

xx = 0.0;

for(z=0;z<n;z=z+1)

{

Xy =Xy + (o_inv[z] * w_inv([z]);
X =X + o_inv[z];

y =y + w_inv[z];

XX = XX + (o_inv[z] * o_inv([z]);

}

>

” Koeffizientenberechnung der Mitscherlich- Daten

s

ab=((xy *n)-(x*y))/((xx*n)-(x*x)
b6 =((xx*y)-(xy*x))/((xx*n)-(x*x));

” Koeffizienteniiberfiithrung in kartesisch- kompatible Koeffizienten

s

A6 = Math.pow( (a6 + b6) , -1);
B6 = Math.pow( b6 , -1);

IATEX 22
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