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1 Durchfiihrung der Regression

1 Durchfithrung der Elliptischen Regression iiber die Haupt-
komponentenanalyse

1.1 Ermittlung der Haupt- und Nebenachse der zu regressierenden Ellipse

Gegeben sei der Datensatz aus der Elliptischen Regression mittels Bestimmung der Achsen- und
Ellipsenfunktion nach der Methode der kleinsten Quadrate.

Die Durchfiihrung der Elliptischen Regression soll anhand dieses Beispiels mittels der Hauptkom-
ponentenanalyse erfolgen.

(Xi = X)
i X Y, | xi-X | iV | (x;i-X)*| (vi-YV)? :
(Yi-Y)
1 128 100 -567 -349 321489 121 801 +197 883
2 256 250 -439 -199 192 721 39 601 +87 361
3 440 510 -255 +61 65 025 3721 -15 555
4 640 160 -55 -289 3025 83 521 +15 895
5 768 400 +73 -49 5329 2401 -3577
6 896 520 +201 +71 40 401 5041 +14 271
7 1152 750 +457 +301 208 849 90 601 +137 557
8 1280 900 +585 +451 342225 203 401 +263 835
b 5560 | 3590 0 0 1 179 064 550 090 +697 670
Mit: x v
o 1x} o i
n
- 5560 3590
X=—-=069% Y =—— =449
8 8
Ergeben sich folgende Varianzen und Kovarianzen:
o\ 2 Sy 2
Vix = {(Xi - X)*} Vey = { (v - 7)*}
€ = Oxy = Cyx = {(Xi ~ X) - (%~ 7))
=
Vxx = 1179064 Cxy = Cyx = 697670 Vv = 550090
Im weiteren Verlauf kann auch mit den reduzierten Varianzen oder Kovarianzen gerechnet werden:
Ve — 1179064 Voo — 550090
XX = ]\/fin(VXx;C;Vyy) Yy = M’in(VXx;C;Vyy)
~ 697670
C = C =
XY X Min (Vxx;c; Vyy)
=
- 1179064 Cronr — (o — 697670 - 550090
FX T 550000 YT Y T 550000 YT 550000
=
Vxx = 2,144 Cxy =Cyx = 1,268 Vyy = 1,000

[001]
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1 Durchfiihrung der Regression

Damit ist die Varianzenmatrix V' definiert:

v Vxx ¢
C Wy

Die Eigenwerte \ dieser Matrix werden gebraucht.

Vxx — A C | 2,144-X 1,268 |
C Viy —A | | 1,268 1-—X |
=
(2,144 — A) - (1 —X) —1,268% = \? — 3,144 - A + 0,536 = 0
=

A1 = 2,963 Ao = 0,181

Der néchste Schritt, die Eigenvektoren.

Vxx—-A  C X\ [ 2144—X 1,268 X\ _,
C Vyy — A y | 1,268 1—2X y |

=
(2,144 —)\)- X +1,268-Y =0 (1-X)-Y +1,268-X =0
=
~ A—0,876
T 0,268 4+ A

Fiir \; ergibt sich somit:
Y1 =40,646 - X

Fiir \; ergibt sich somit:
Yo =-1,548- X

Die Haupt- und die Nebenachsen der Ellipse sind definiert indem die Eigenvektoren in den Mittel-
punkt Py (X,Y) der Ellipse verschoben werden.

Vig =Y —Y = 40,646 - (X — X)

Y1 = 40,646 - (X —695) +449 Y, = —1,548 - (X — 695) + 449

Yy = +0,646- X Y, =—1,548 - X + 1525

Damit ist die Ermittlung der Ellipsenachsen iiber die Hauptkomponentenanalyse abgeschlossen. Es
verbleibt die Angabe der allgemeinen Berechnungsgrundlagen.

Fiir die Eigenwerte:

2 At = Viex + Viy 1/ (Viex — Viy)? +4-C2

Der Eigenvektoren, die unverschobenen Ellipsenachsen mit Py (0;0) :

vy — A1
Yi = YYC 12y
Die verschobenen Ellipsenachsen, also die Haupt- und Nebenachse der Ellipse fiir den vorliegenden
Datensatz: v )
YY — A2 o
Yy Az oy
C

Wobei der Anstieg a und die Inhomogenitit b fiir beide Achsen vollstindig definiert sind.

X +Y —

?];2 _ VYYg A1;2

Vyvy — A1 _ Wy — A\
a2 = YYC 1;2 bro =Y — YYC 1;2




1 Durchfiihrung der Regression

Die Ermittlung der Ellipsenfunktion ist bekannt aus der Methode der kleinsten Quadrate.

0 _y. B oy doe o
Yo =Y+— (X-X)£— \/A- (X - X
1;2 +A ( > A ( )
Mit: 2, .2 2 2 _ 2
A=t Bea. L =€
1+ a? 1+ a?
Wobei mit a der Anstieg der Hauptachse gefordert ist und fiir e sowie f gilt:
=\ 2 =\ 2
,_Ar-9 XX
e =— ff=n——=
n n

Der Koeffizient n beinhaltet die Anzahl der Datenpaare P; (X;;Y;) und {e} bezeichnet die Summe

[TPRL]

des Satzes “e”.
Eingesetzt ergeben sich hier folgende Beispielswerte:

2 _ 550090 1179064

= 68761,25 f? Fam 147383
é 68761,25 - 0, 6462 + 147383
A= — +’0’ i = 124233,53
B = 0,646 - 1473181;’668476621’ 25 _ 35835,1
- : 147383 B 358351
eAf - ¢68716214’22353, 51>3 = 08103 A~ m = 02884
-

Y% =449 40,2884 - (X — 695) =+ 0,8103 - \/ 124233,53 — (X — 695)°
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1 Durchfiihrung der Regression

1.2 Herleitung einer allgemeinen Berechnungsmoglichkeit der Ellipsenfunk-
tion v,%)

Es wird von der allgemeine Berechnungsgrundlage der um den Kippwinkel ¢ gekippten, unverscho-
benen Ellipse ausgegangen. 5

(X -cosp+Y -sing)® (Y -cosp— X -singp)’
I2 + o2 =1

Es wird umgestellt auf folgende Form.

+(62-cos2<p+f2~sin2<p) - X?

+ (€2 -sin® o + f2 - cos? p) - Y2

0=
+2-sinap-cos<p~(62—f2)~X-Y
—e? . f2
Dabei gilt:
. a? 2 1 ) a
s Wzm cos @Zm sm<p-cos<p:m

Wobei mit a der Anstieg der Hauptachse gefordert ist.

Es gibt einen Zusammenhang zwischen Anstieg a sk ¢ aus der Methode der kleinsten Quadrate und
der (Ko)Varianz iiber die Hauptkomponentenanalyse.

\%

2,144
1,268 = 28 . =
,268 = 0,5928 1000

)

Damit sind die (Ko)Varianz(en) und der Koeffizient Z definiert.

~ 1,271

V)((“‘;g =e2.cosPp+ f2-sin?p V)%') =e?-sin?p+ f2-cos?p
C(‘p):sin<p~cosg0~(esz2) Z=e. f?
Mit: v v v i
2 = 1YY f2:ﬁ Z:LQYY
n n n

Die Ellipsenfunktion Yl(‘é) lasst sich jetzt umschreiben.

)

V)(/Sg,/).Y2+V)((g§3.X2+2,C(<P).X.Y_Z:O

y2, 209X V)((’;g.X?—Zzo
WY e
- ()
c\ 1
Yf;ﬁ):—m' (w-\/Z~V}S@+(C(¢)2—V§§2-V§f))-X2
VYY VYY

Zum Schluss muss die Ellipse noch verschoben werden auf Py, (X ; }7).

(¥) _ _
O (=X \ [2-0 + (00" v W) - (x - %)
YY

Yl(‘g) =Y —
| e




1 Durchfiihrung der Regression

=

\/V)((‘P) ) V}%’) —C®)? 7. V}%_) _

_ C®) 2
- ©) NI v o~ K X)
VYY VXX VYY cle

v\ =v
7

(X - X)+

Damit sind die speziellen Terme aus der Methode der kleinsten Quadrate auch fiir die Hauptkompo-
nentenanalyse definiert.

B_ ¥ fre VIRV -l A
A V(W) A V(W) B V(%’) _V(S") _ C(<p)2
YY YY xXx ' Vyy
=
A V;(/@) . Vxx - Vyy B Cc® . Vxx - Vvy
TR - o T R
B Vxx - Vyy
foe=

VR Vi - 0w

Die Beispielswerte eingesetzt.

0, 6462
2 ’ 2
= 0294 = =07
sin” ¢ 150,646 0,29 cos” ¢ 150,646 0,706
. 0, 646
sing - cosp = - 0, 6462 = 0,456
Mi: 550090 1179064
e? = e 68761,25 f? = = 147383
1179064 -
gz — 117906 @ 55009 _ 10134239308,75
Mit:
V%) = 68761,25 0,706 + 147383 - 0,294 V%) = 68761,25 - 0,294 + 147383 - 0,706
C(®) = 0,456 - (68761,25 — 147383) 7 = 68761,25 - 147383
=
V%) = 91876,04 Ve = 124268,21
C¥) = —35851,52 Z = 10134239308,75
Damit ist die Ellipsenfunktion ermittelt.
35851,52
+449 + 52568 51 (X — 695)
vy = +10134239308,75 - 124268,21

1
+ 124268271

+(35851,522 — 91876,04 - 124268,21) - (X — 695)°

V%) =449 +0,2885 - (X — 695) £ 0,81 - \/ 124296,42 — (X — 695)°

Die Koeffizienten dazu:

124268,21 11 4 -
e b 21 79064 - 550090 = 124296.42
8 91876,04 - 124268,21 — 35851,52
—35851,52 11 4.
B : . 27906 550090 — 35859.66
8 35851,52“ — 91876,04 - 124268,21
1179064 - 550090
f-e= = 100680,38
82. \/91876,04~ 124268,21 — 35851,522
Sowie:
E ~ 35851,52 0.289 f-e \/91876,04« 12426821 — 35851,52° 081
A 12426821 7 A 124268,21 o




1 Durchfiihrung der Regression

1.3 Vereinfachung der Ellipsenfunktion Yl(;‘g) -1

Eine Vereinfachungsmoglichkeit liefert der Term V)(f) -Vg) —C®)” dessen Berechnungsgrundlagen
Vereinfachung bekannt ist.

+ (62 - cos? p + f2 - sin’ go) . (62 -sin® o + f2 - cos? go)
Vg - oo -
— (sirup - Ccos - (62 — f2))2

=
+e* - sin? - cos? @
+f%-sin? - cos? @
V)(ggg . V;,f,) — @)’ = +e2 - f2.sint
+e? - f2.cost
—sin® ¢ - cos?p - (2 — f2)2
=

ViR o =

Damit kann die Ellipsenfunktion vereinfacht werden.

_ o _ . 7. v _

U P o I YY _(x - X)?
; V(‘P) V(W) e2. f2

YY YY

Wobei sich nun die Koeffizienten ebenfalls vereinfachen.

Y(‘D):Y_C(W).(X_X)i@, V(W—(X—X)z
12 V(‘P) n- V(W) Yy
YY YY
- \% 1%
xx - Vyy
B=_CWw A:V#;’,) 62'f2:T
=
AZ@Q'SiHQQO‘*‘fZ'COSQSD stinsD~cos<P'(f2—62)

Die Beispielswerte eingesetzt.

35851,52

Yl(;;) =

JORT6TA5T47383  [10134239308.75.124268 21 )
S P53 68761.25.147383 ~ — (X —0695)

V%) = 449 40,2885 - (X — 695) £ 0,8101 - \/ 124268,21 — (X — 695)°

’




1 Durchfiihrung der Regression

1.4 Vereinfachung der Ellipsenfunktion nﬁg’ -1I

Aus v Vi
VG W) - 0@ =2 p? ¢2. 2= XX VY
n
folgt:
2
n? - (V)((g;g : V}(,f,) - C¥) ) =Vxx Wy
- () VVxx  Vyy
( - C¥ > Vxx - Vyy , .2
MY =¥ - o (- %) £ YA VD (x - )
V n-Voy
YY YY
=
B__¢w fre_ VVxx Vyy A=V
T A N
=
A=V B=_C®

Die Beispielswerte eingesetzt.

" V1179064 - 550090

S EIITR] ~\/124268,21 — (X —695)>

Y% = 449 40,2885 - (X — 695)

Y% = 449 40,2885 - (X — 695) £ 0,8101 - \/ 12429642 — (X — 695)*

Vereinfachung
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2 Zusammenfassung

2 Zusammenfassung

2.1 Durchfithrung der Elliptischen Regression

Die Elliptische Regression ldsst sich neben der Methode der kleinsten Quadrate ebenfalls iiber die
Hauptkomponentenanalyse bewerkstelligen.

So lassen sich die Haupt- und die Nebenachse }71 oder 172 der regressierten Ellipse ermitteln iber:

— A _ — A\
Wy 12 Ly 14%% 1:2

- X
c C

}71;2 (X) =

Wobei ;> Eigenwerte darstellen, welche berechnet werden konnen durch:

2- M2 =Vxx +Wy £ \/(VXX ~Vyy)2 4402
Die Werte X und Y sind die Mittelwerte der Datenpaare P; (X;;Y;).
> X; 5 Y;
Loy )
n n

Der Koeffizient n beinhaltet die Anzahl der Datenpaare P; (X;;Y;) und {e} bezeichnet die Summe

[IPRL]

des Satzes “eo”.

Die Symbole Vx x, Vyy und C definieren die Varianzen zwischen X X und Y'Y sowie die Kova-
rianz zwischen XY bzw. Y X. Hier und nur hier konnen diese Werte berechnet werden durch:

Vix = { (X, - %)) Vey = {(%-7)7}
C:CXyzcyxz{(Xi_X)'(Yi_Y)}

Die Ellipsenfunktion Y1(;g) der gekippten und verschobenen, regressierten Ellipse lasst sich darstel-
len durch:

_ (#) _ \/ . —
Y(_%"):y_cw -(X—X)iM-\/V(‘p)—(X—X)2
1;2 () () Yy
Vy n - Vyys

Die sich geédnderten (Ko)Varianzen infolge Kippen der Ellipse sind berechenbar iiber:

Vyy -a® + Vxx L (Wyy — Vxx)

" Vyy 1+a? 1+ a2

Wobei a der Anstieg der Hauptachse der Ellipse ist.

aiVyy—A
- C

Die trigonometrische Darstellungen von Vé‘f) und C¥) sind unter Umstinden giinstiger zu handha-

ben.

V}(/f/) = e sin’ o+ 2 cos’ C%) =singp - cos - (62 — f2)
Mit:
sin? o = o’ cos? p = ! sinp - cosp = a
L L P ¢ L P
Und: v v
62 _ YY f2 — XX
n n

11
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2 Zusammenfassung

2.2 Erweiterungen vorhandener Berechnungsgrundlagen

Der Zusammenhang zwischen den ungedrehten und gedrehten (Ko)Varianzen ist bekannt.
2
n®- (V)((Q . V}(,f,) -C¥ ) =Vxx Wy

Bedingt durch die hier genutzte Methode ist fiir eine Achse der Ellipse die Inhomogenitit b = 0, so
dass fiir den Eigenwert dieser Achse gilt:

_ Y
)\(bfo) = Vyy — f -C

Weiterhin ist fiir die Eigenwerte A; und Ay ein Zusammenhang bekannt zu den Varianzen.
A+ A2 =Vxx + Wy

Damit dann: v
AP =Vyx + % C

Die Berechnungsgrundlage der Haupt- und der Nebenachse der Ellipse verdndert sich dahingehend
ebenfalls.

?(b:0)2§.X f/(b?fO):<VYY8VXX_§>.X+M.X+2.Y

Zwei fiir [Dipb] fundamentale Zusammenhinge zwischen den Anstiegen der Haupt- und Nebenach-
se, den Varianzen, der Kovarianz und der Mittelwerte von X und Y sind damit gefunden. Mit

a=——
c

und obig gefundenen Berechnungsgrundlagen fiir Y (*=9) und Y (#0) ergibt sich:

Wy — A2 {y} Wy — A {x}

c (z) T Ty

Wobei es von den Vorzeichenkonventionen der Eigenwerte abhéngt, welcher Eigenwert zustindig
ist. Fiir vorliegenden Fall:

Vv =da _{u} _, Vev =M s}
c {z} c {y}

12



3 Anhang

3 Anhang

3.1 Beispiel -1

(Xi = X)
i X Y, || Xi-X | iV | (xi-X)| (vi-Y) :
(Yi-Y)
1 128 100 -567 -349 321 489 121 801 +197 883
2 256 250 -439 -199 192 721 39 601 +87 361
3 440 510 -255 +61 65 025 3721 -15 555
4 640 160 -55 -289 3025 83 521 +15 895
5 768 400 +73 -49 5329 2401 -3577
6 896 520 +201 +71 40 401 5041 +14 271
7 1152 750 +457 +301 208 849 90 601 +137 557
8 1280 900 +585 +451 342 225 203 401 +263 835
b)) 5560 | 3590 0 0 1179 064 550 090 +697 670
=
X =695 Y =449
=
Vxx = 1179064 Cxy = Cyx = 697670 Vyy = 550090
:> ~ ~ ~ ~
Vxx =2,144 Cxy =Cyx =1,268 Vyy = 1,000
=
A1 =2,963 A2 =0,181
=
Y] =+40,646 - X Y, =-1,548- X
: ~ ~
Y] =+40,646 - X Yy, =—1,548 - X + 1525
=
e? = 68761,25 f? =147383
=
A = 124233,53 B = 35835,1
= f B
6 .
—— =0,8103 — =0,2884
A A
=
sin? ¢ = 0,294 cos? p = 0,706 sin ¢ - cos ¢ = 0,456
=

V%) =449 40,2884 - (X — 695) + 0,8103 - \/ 124233,53 — (X — 695)*

13
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800

X
300 1100

100

Grafische Darstellung der durchgefiihrten Regression iiber
die Methode der kleinsten Quadrate — MKQ
und iiber die Hauptkomponentenanalyse — HKA.
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3 Anhang

3.2 Beispiel - IT

Beispiel entnommen aus [Rol]. Vergleiche dazu auch unter [Dipa] die dortige Berechnung.

X

(Xi — Xm)

{ X; Y;
(Y; — Yar)
1 +0,1922 6,340 0 +0, 123 957
2 +0,0149 7,213 8 -0, 058 961
3 0,208 7 6,5112 0,022 972
4 0,001 9 6,6103 +0, 015 107
5 +0,031 8 -6, 565 2 +0, 026 216
6 -0, 008 3 -6, 662 1 +0, 008 872
7 -0,3206 -6, 644 1 -0, 021 696
8 -0,5927 7,436 8 +0, 331 369

I 8 0.8933 | 53,9835 | +0,401892 |
Xi X; X;Y; (Xi—Xn)* | (Vi—Yu)?
+0,036941 | -1,218548 || +0,092333 | +0, 166413
+0,000222 | -0,107486 || +0,016018 | +0,217027
+0,043556 | +1,358889 || +0,009416 | +0,056 045
+0,000004 | +0,012560 || +0,012048 | +0,018 944
+0,001 011 | -0,208773 || +0,020582 | +0,033393
+0,000 069 | +0,055295 || +0,010684 | +0,007 368
+0,102784 | +2,130098 || +0,043655 | +0,010782
+0,351293 | +4,407791 || +0,231397 | +0,474 531
| +0.535880 | +6,429826 || +0.436133 | +0,984503 ||
Woraus sich folgende Werte ergeben:
:{Xni}:_0,8533:_07112 Y:{Xz}:_5372835:
Vxx = +0,436133
C = Cxy = Cyx = +0,401892

Und:

2 Vyy  0,984503
e = =

Vayy = 40, 984503

=0,123
8 8 ’
e =0,351
1% 0,436133
fr=2XX_2 = 0,055

8

8

f=0,233

—6,748

15
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3 Anhang

Vey f \/W 0, 984503
=C- - — .2 =C-4/—==0,401892 -,/ ———— = 0,604

2- M =Vxx + Wy £ \/(VXX —Vyy)? 4402

=
2 App = 0,436133 + 0, 984503 + \/(0, 436133 — 0,984503)% + 4 - 0, 4018922
=
A =1,197 Ao = 0,224
=
A+ A =1,421 = Vxx + Vyy
Vey — A1 0,984503 — 1,197
_ = 0,529
C 0,401892 ’
Und: Viy — s 0,984503 — 0,224
YY — A2 ) - Y
C 0,401892 *
- Wy — M1 Vay — A
YY — Al YY — A2
: =—1=-0,529-1.892
C C ’
Wy — A1 = Wy —Xpo ¢
YVio(X)= —— "2 . X4+Y - —= . X
1.2 (X) c + c
=
Y; (X) = —0,529 - X — 6,807
Yo (X) = +1,892- X — 6,536
e Fall a = 41,892
2 2
. 9 a 1,892
f— = = 2
S = T T e0 078
cos? o = ! = ! =0,218
YT r2 T 141,892
a 1,892
. _ - — 0,413
S S T T T 11,8022
=
V}(,f,) =e? - sin? o+ f2-cos? cw = sing - cos g - (62 — f2)
V%) = 0,123-0,782 + 0,055 - 0,218 C® =0,413- (0,123 — 0, 055)
vie) = 0,108 C®) = 0,028
=
_ O _ Vxx - Wy =\ 2
W=y - O (oo 2 YR Y (X
Vyy n-Vyy
0,028 0,436133 - 0, 984503
Y{§) = 6,748 — (X 40,112) + v .\/0, 108 — (X +0,112)

0,108 80,108

V%) = —6,748 — 0,259 - (X +0,112) £ 0,759 \/0, 108 — (X +0,112)?

16



3 Anhang

e Fall a = —0, 529
a? 0, 5292

. 2
S = = = 21
S = T T T om0 - 28
1 1
‘2 = = = 2
S P = T2 T Ty 05200 078
a —0,529
Si S COosSp = = . = —0,413
SR T 2 T 14 0,5202 ’
=
Véf,) =e?-sin? o+ f2-cos? @ C¥) =sing-cosp- (62 — f2)
V{9 = 0,123 0,218 + 0,055 - 0, 782 C®) = 0,413 - (0,123 — 0,055)
Vi) = 0,070 C®) = 0,028
=
_ () _ V/ . -
Yl(_‘;):Y_C (X -X ﬁ:M-\/Vé@)—(X—X)Q
; V(ga) n - V(W)
YY YY

0,028
0,070

V0, 436133 - 0, 984503
80,070

Y% = 6,748 + (X 40,112) + -\/0,070— (X +0,112)

V%) = 6,748+ 0,4 (X +0,112) £ 1,17 - \/0,07 — (X +0,112)

In grafischer Darstellung:

-6,0

7.0+ Y1
3
15T
Y2 X
-8,0 t ——t + +
1 0,5 X 0 +0,5 +

Das Ergebnis der Elliptischen Regression am Beispiel.
Graue Ellipse, angegeben in [Rol]

ISTEX 2¢
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