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> Das hier vorliegende Arbeitsblatt ist eher eine akademische Betrachtung als ingenieurtechnische
Vorgehensweise. Daher wird an verschiedenen Stellen vom gewohnten Wege aus DINs, ISOs und
ENs abgewichen. Die Berechnungsgrundlagen vorhandener Regelwerke werden nicht hergeleitet. <8
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1 Einleitung

1 Einleitung

Die Berechnung, die Dimensionierung und der Nachweis von Stabwerken ist in ihrer Vorgehenswei-
se geregelt. Schaut man jedoch in betreffende Regelwerke, dann trifft man auf Termini, welche im
ersten Augenblick eine wilde Mischung von Berechnungsalgorithmen, Randbedingungen und Theo-
rien vorgibt.

Eine solche Gruppe von Theorien zwischen denen gern innerhalb eines Absatzes hin und herge-
sprungen wird, sind die Verformungstheorien zwecks Schnittgro3enermittlung.

Im folgenden Verlauf werden diese Theorien an einem einfachen Modell hergeleitet. Zum Zweck,
dass man das ,,Wachsen* der Berechnungsgrundlagen von Ordnung zu Ordnung gut nachvollziehen
kann. So wurde stellenweise (unkommentiert) stark vereinfacht. Manchmal mit Absicht zu stark, so
dass wenn man mit anderen Werken vergleicht, dort oberflachlich betrachtet, andere Gleichungen
angegeben sind.

Im Folgenden werden am gewéhlten Fall hergeleitet, ein Knotenmoment und dessen Wirkung als
Verformung. Auf andere SchnittgroBen wird nicht eingegangen.

Einleitung
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2 Stabwerkstheorien

2 Stabwerkstheorien

Entscheidungskriterium ist die Verformung (wie es der Name schon andeutet). So wird unterschie- Theorien
den zwischen drei ,,Stufen” der Verformung und damit drei Berechnungsmodellen.

¢ Theorie I. Ordnung
Gleichgewichtsbedingungen am unverformten System.
Verformungen werden als nicht vorhanden vorausgesetzt. Es wird nidherungsweise am un-
verformten Balken ein Balkenelement betrachtet und die Krifte und Momente bilanziert. Sie
geniigt fast immer den allgemeinen Anforderungen der Statik.

¢ Theorie I1. Ordnung
Gleichgewichtsbedingungen am verformten System.
Verformungen werden als klein vorausgesetzt. Es wird am verformten Balken ein Balkenele-
ment betrachtet, anschliefend wird jedoch das mathematische Modell linearisiert. Diese Ord-
nung wird fiir Stabilitdtsprobleme benétigt, sowie fiir grole Durchbiegungen bei Neigungs-
winkeln bis etwa 20°.

¢ Theorie III. Ordnung
Gleichgewichtsbedingungen am stark verformten System.
Verformungen werden als signifikant grof} vorausgesetzt. Es wird am verformten Balken ein
Balkenelement betrachtet. Eine Linearisierung des mathematischen Modells erfolgt nicht. Sie

wird in Sonderfillen benétigt, wie bei sehr grofen Durchbiegungen und Neigungswinkeln
tiber 20°.
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3 Herleitungen

3 Herleitungen

3.1 Theorie I. Ordnung

Y e

Das Modell eines auBermittig gedriickten Stabes.

Das Modell des auBermittig gedriickten Stabes stellt einen fest eingespannten Stab dar mit einem
freien Ende an dessen ein unendlich steifer Kragarm ebenfalls unendlich steif angeeckt eine Last F’
im Abstand e aufnimmt.

e Biegemoment

In der Theorie I. Ordnung wird jetzt nur das durch F hervorgerufene Biegemoment
M=—-F-e

an der biegesteifen Ecke eine Auslenkung aus der Vertikalen hervorrufen.

Imperfektionen im Vornherein nach DIN EN 1993-1-1 (Stahlbau) oder DIN EN 1992-1-1 (Beton-
bau) werden Null gesetzt.

e Biegelinie und dessen Ableitungen

Dadurch kann die Biegelinie w (x) durch folgende Berechnungsgrundlage angegeben werden mit
FE dem Elastizitdtsmodul des verwendeten Werkstoffes und I dem Flichentrigheitsmoment um die
Biegeachse des verwendeten Profils (Die bei der Integration zu beachtende Konstante C' sind mog-
liche Imperfektionen, diese werden Null gesetzt durch die Randbedingung w (L) = 0 bei F' = 0).!

_F. F-
'@ =———r = (@)=
- F F
Iw'(:v):x'E:;JrC’o — Iw’(x):x~E:§
- > F > F
x e x e
Iw(:v)—?-E'I-i—x-Co—}-Cl — ]ur(i)—?~E.I

e Maximale Auslenkung am Knotenpunkt

Die Biegelinie ist fiir jedes Tragwerk individuell zu berechnen. Die maximale Auslenkung fyax am
Punkt des Momentenangriffs in der biegesteifen Ecke ist somit gegeben:

A L? F-e
IfM/\X:IU"(L): 7 E-T

INihere Betrachtungen unter: ,,Die Biegelinie und deren Ableitungen®, www.Zenithpoint.de
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¢ Kriimmung x
Eine wichtige Kenngrofle innerhalb der Theorien ist die Kriimmung « definiert mit:

1k =—w" (x)
=
F-e
K= —
! E-1

e Proportionalisierung von M/ und fyax

Zusammenfassend sei das Moment und die maximale Auslenkung nochmals als Proportionen ge-
nannt, um spéter alle drei Theorien vergleichen zu kdnnen:

M o +F 1fvax o< +F




3 Herleitungen

3.2 Theorie II. Ordnung

Das Modell eines aulermittig gedriickten Stabes mit Imperfektion w.

In der Theorie II. Ordnung werden Imperfektionen nicht mehr im Vornherein Null gesetzt und somit  II. Ordnung
vernachléssigt. Auch die Auslenkung durch die Biegelinie wird beriicksichtigt.

e Biegemoment - Vorbetrachtung

So ergibt sich fiir die Berechnung des Momentes II. Ordnung aus der Angriffskraft:

1M (x) = —F - (e +wy —w(x))

=
2 F.e
1M (z) = —-F (e+w02~E'Ix C’)
= 2
T F
=

HM(J:)ZIM'Oé—ﬁ

Wobei ;M das Biegemoment aus der Theorie I. Ordnung darstellt, der Koeffizient o den Einfluss
aus der Biegelinie beriicksichtigt und 5 der Koeffizient, welcher Imperfektionen betrachtet.

e Biegelinie und dessen Ableitungen

Zur Biegelinie, um letztendlich auch C in ;M (z) herzuleiten. Allgemeine Berechnungsgrundlage
nun:
—F(e+wo—w(z))

" _
w” (z) = T 7

w” (z) = —w (x)

E-1 E-1
Dies stellt eine lineare inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung dar. Der gesamte Losungsweg
dieser DGL wird hier im Text nicht aufgezeigt. Jedes System, jede Stabkonfiguration, jedes Trag-
werk mit seinen Besonderheiten besitzt charakteristische Differentialgleichungen die individuell ge-
16st werden miissen. Hier nur eine grobe Schrittweise. Die DGL in die giinstigste Form umgestellt.

+ (e +wo) -

w"(x)+w(m)~%:(e+wo)-%
N p=5(x)

Wenn S (z) = 0:
A=*y/-p=0+i-/p=ati-b




3 Herleitungen

Da immer p > 0:

F
“=0 b=vPEN BT
. /| F F
C1-sm<x- M>+CQ-COS<$- EI)

Inhomogener Anteil aus S (x) = const.

Homogene Losung:

w(z)y = el .

w(z)p =Cs

Allgemeine Losung der DGL:
w(z) =w(@)y +w()p

F F
w(z) = Cq -sin (CC\/;> + Cy - cos (x EI) +Cs

Eine Randbedingung ist klar definiert mit w (0) = 0 bei « = 0.

0=C4 -sin(0) + Cy - cos (0) + Cs

—Cy=Cs

w(:z:):C&-sin(x-\/;‘_I) +Cy- cos<x~ EFI> —1]

Die Konstanten C'; und C? sind nicht durch einfach zu setzende Randbedingungen ersichtlich. Wei-
tergehende Bedingungen, wie Verdrehungen, zusitzliche Zwangskrifte usw. usf. sind nétig, um die
Konstanten zu bestimmen. Es ist entsprechende Literatur zu konsultieren. Fiir C'y ist ermittelbar:

01:)('8

Mit:
e E-T1
e+ wo F

X:

w(x)zx-a-sin(g)—i—(?g- [cos(%)—l}

Die Konstante C'y ist komplexer im Aufbau.

Co—m —Cy - CF = -y | —X=  pan 5
2 b Xe lcos(z)—l+an(x.5)1

et =-e- (in(2) =55 o (55) - (o (5) )

Diese allgemeingiiltige, wenn auch recht unhandliche Berechnungsgrundlage kann vereinfacht wer-
den, indem sie um die oben beschriebene Randbedingung taylorisiert wird. Unter der Annahme, dass
3 oder 2 Glieder geniigend sind, ergibt sich dann fiir 77w ()

3 2
AN N ¢ e
w@E)p=—>F S5+ -=-tan—+x-(x -1
1w () 2t 5 o (x—1)
Eine weitere Vereinfachung ist moglich, wenn angenommen wird, dass der Tangens- Wert klein
bleibt, dann gilt:

tane ~ e
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=
Hw(x)T**%?)'E%JF%Q'?*x'(X*l) — Hw(x)Tz%Q'E%+$‘(X*1)
= 2
Hw’(x)Tz—%-E%—&—x~;—|—(x—l) - Uw’(a:)T%x-E%—&—(X—l)
N
Hw”(x)T:—a:-E%—kg% — Hw”(x)TRzg%

Die Biegelinie ist fiir jedes Tragwerk individuell zu berechnen.”
e Maximale Auslenkung am Knotenpunkt

Die maximale Auslenkung fyax am Punkt des Momentenangriffs in der biegesteifen Ecke ist somit

gegeben:
I? F-e e
. — w(l) = = . L-|, -1
rrfmax = rw (L) 5 B.I ( e + wo )

rrfmax = rfmax + L-(x — 1)

e Biegemoment

Das dazugehdrige Moment ist jetzt endgiiltig berechenbar, da die Konstante C' nun bekannt ist.

e

e+ wo

2 F e
Mx)y=/M-{1—— - —— | —F-(w z-|(1—
M (z) =g ( 2 E-I) <“0+T ( (?+U)()>)

e Kriimmung x

C=x—-1=

Eine wichtige Kenngrofle innerhalb der Theorien ist die Kriimmung  definiert mit:

k= —w" (x)
=
. F-e
k==
=
Ik = IK

e Proportionalisierung von M und fyax

Zusammenfassend sei das Moment und die Kriimmung nochmals als Proportionen genannt, um
spater alle drei Theorien vergleichen zu konnen:

1IM < +F 4~ - F? 1fmax <6+ F

Wobei § < 1 ein Absolutglied darstellt (Imperfektionseinfluss) und v >> 1.

2Nihere Betrachtungen unter: ,,Die Biegelinie und deren Ableitungen®, www.Zenithpoint.de
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3 Herleitungen

3.3 Theorie III. Ordnung

Das Modell eines auBermittig gedriickten Stabes mit Imperfektion w und der Verdrehung ¢.

In der Theorie III. Ordnung werden Verdrehungen mit betrachtet. Als im vorliegenden Beispiel
einzige relevante Verdrehung ist die von ¢ um die biegesteife Ecke herum. Diese Verdrehung ist
im vorliegendem Fall momentenabschwichend und die einzige somit voneinander unabhingige. In
komplexen Stabwerken mit vielen Verdrehwinkeln die untereinander abhéngig sind, ist eine analyti-
sche Methode oft nicht mehr zeitabschétzbar moglich. Hier beginnt dann die Anwendung von FEM.

Der Ubergang von II. zu I1I. Ordnung ist ein Substitut von e:

III€ = €+ COS Y

e Biegelinie und dessen Ableitungen
Die Biegelinie w (z) ergibt sich dann mit:

2

rrrw (x) ~ % : % +a- (rrrx—1)
:> 3
' (z) = - e-zﬁ +rx—1
=
w” (z) = 6-2# = w” (z) - cosp
Mit:

_ € Ccosy . E-T1
X = e - cosp + wy N F

Die Biegelinie ist fiir jedes Tragwerk individuell zu berechnen.?
e Maximale Auslenkung am Knotenpunkt

Die maximale Auslenkung fyax am Punkt des Momentenangriffs in der biegesteifen Ecke ist somit
gegeben:
L? e-cosg

rrfmax = rrpw (L) = > T T L-(rrx—1)

e Biegemoment
Das Moment M in Abhéngigkeit von x:

x? F
1M (z)=—F-e-cosg- <1 5 EI) - F- <’wo+.’r~ <1

€-Ccosp
€+ COoS Y + Wy

=
M (z) =M -a—f

3Nihere Betrachtungen unter: ,,Die Biegelinie und deren Ableitungen®, www.Zenithpoint.de
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3 Herleitungen

Innerhalb der Theorie III. Ordnung wird niemals linearisiert. Dazu sind die betrachteten Verformun-
gen und Verdrehungen zu grof3 um fehlerfreie Ergebnisse zu liefern.

e Verdrehwinkel

Wie in der Einleitung schon genannt, geht es aber hier in dieser Abhandlung darum, den Sinn der
Theoriengruppe zu erldutern. Deshalb wird die Cosinus- Funktion wenigstens mit 2 Gliedern taylo-

risiert.
2

'
~1- 7
cos ¢ 5
=
902 2
IIIX R X" 1+I'(X -1)

Bleibt die Frage, welche Werte ¢ annehmen kann. Die Berechnung der Verdrehung ist moglich durch
das Integral f M Mds. Unter der Priamisse, dass F/ - I = const. iiber den gesamten Stabwerksverlauf
ergibt sich fiir die Verdrehung:

2-L+e
w=F-¢ ———1°%
¥ ORI
=
- [M 2'L+€
2 E-T1

e Kriimmung x

Eine wichtige Kenngrofle innerhalb der Theorien ist die Kriimmung « definiert mit:

IU’UJN (J?)

1Tk = — ‘
9 3
\/<1 + rrw’ (i) )

Da:
' (@) = x - rpw” () 4 oy — 1
:> 1
rrrw” ()
17K = — =
\/(1 + (x - prrw’ (x) + rrrx — 1)2)
Mit: e cose
rw” (z) = = = rrw” (z) - cos

Sowie: X B B

rw” (x)p = —x- = + = '’ (2)p ~ =

e Proportionalisierung von M und fyax

Zusammenfassend sei das Moment und die maximale Auslenkung nochmals als Proportionen ge-
nannt, um spéter alle drei Theorien vergleichen zu koénnen (577 fmax und 77 M taylorisiert um F' = 0
mitx = L):
Mo +F+ry F2- 1. p3 §+F+10-6-F2—~. F®
M o< +F 4+ > rrrfmax o< 8 + F 410 v

Wobei § < 1und v >> 1 Absolutglied bzw. Linear- bzw. Korrekturfaktoren sind.

13
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4 Anhang

4 Anhang

4.1 Vereinfachungen
e Maximale Auslenkung

Gegeben sind die Ausdriicke der maximalen Auslenkung f;,,,. aus den Herleitungen:

IL? e
max L)=— =
If ( ) 9 g2
L2 e e
maz (L) = — - -—+L- -1
ij ( ) 2 52+ ( €+ wo )
L2

IIIfmaac (L) -

e €-Ccosp
Lo L,/ —==F
2 &2 cos + ( € - cos Y + wo )

Es sei erinnert, dass der Wert w die Imperfektion reprisentiert und e eine geplante Aullermittigkeit

der angreifenden Kraft.

Wobei 1 finaz (L) limitierend wirkt:

L2
— - F <L
5 <
- 2 2
L< —= & F< =
- F - L
Die Wurzelausdriicke von ;7 finaz (L) oder 111 fimae (L) definieren wy:
Ve>1
=
e>0
=
- f max
e ir g7 f, <o <0
—e-cosp fur 17 fmax

Letztendlich muss nun noch gelten:
e e - cos
< ¥
\/e+w0 \/e-cos<p+w0

cosp <1

Was im Rahmen der Konventionen der Theorie III. Ordnung abgedeckt ist.

e Biegelinie

Gegeben sind die polynomisierten Ausdriicke der Biegelinie w (x) aus den Herleitungen:

w(z)=as 2>+ as-2?+a;-z* +ag-2°

=
1 e
Iw(x):§'€7'$2
1 e
Hw(m)zi'?"’:z+(ﬂ><—l)-x
1 e 9
Illw(z):§-€—2~cosgo~x +(111X71)':E
Mit:
E-1
E = e
F
4Fﬁrkleinetan—Wenegilt:%-gwanﬁz%~€%

15
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4 Anhang

Und:
e

e+ wo

e-cosy
INIX =\ > ————
€ CosSp + wo

X =

Oder:

16



4 Anhang

4.2 Gleichungssets

Fiir das vorliegende, vereinfachte und zugeschnittene Modell kann ein Set an Berechnungsgrundla-  Gleichungsset
gen zusammengestellt werden.

e Konventionen, gewihlte

e = geplante AuBermittigkeit

wo = Imperfektion

E-I
e=1/——
F
e Randbedingungen
e>0
- f max
e ur 77 f <wy <0
—e-cosp fur 77 fmax

je nach Theorie < cosp <1

e Konventionen, abhingige

e
nx= e+ wo
Y= e - Ccosp
it €+ Cos Y + wop
e Biegelinie
1
Iw(m)zi.g%.gﬂ
1 e
IIW(w):§‘T2'f2+(HX*1)~9:
1 e 9
ulw(x):i-f—z-cosga-x +(x—-1)=z
e Maximale Auslenkung
1 e 9
Ifmam(L):igL
1 e 9
IIfmaz(L):*'*'L +(IIX_]-)L
2 g2
1 e
111 fmaz (L) = = - — -cosp- L+ (;rx — 1) - L
2 g2

e Biegemoment

IM(z)=—¢-F

1 e
][M(ﬂ?):§§F$2+([[X—1)F$—(€+WO)F

1 e
IHM(x):5-E%-COSL,Q-F-J;Q—&—(H[)C—l)~F-x—(c~0()s¢+w0)-F

e Konsequenzen

> Aus im Abschnitt 3.1.2 aufgezeigten Griinden, ist die Bedingung der Biegelinie ;w’ (0) = 0 im
vorliegenden Set erfiillt.

> Aus im Abschnitt 3.2.2 aufgezeigten Griinden, ist die Bedingung der Biegelinie 7w’ (0) # 0 im
vorliegenden Set nicht erfiillt.

17



4 Anhang

& Aus im Abschnitt 3.3.1 aufgezeigten Griinden, ist die Bedingung der Biegelinie ;;7;w’ (0) # 0 im
vorliegenden Set nicht erfiillt.

fmax

&? Dadurch unberiicksichtigt ist die Konstanz der Bogenlinge [ /1 + (ew’ (z))dz = L fiir die
0
Theorie II. und III. Ordnung.

18



4 Anhang

4.3 Beispiel und Darstellung

Angenommen, fiir einen Druckstab gelte e = 1, w = —0,5 und der Winkel ¢ nur kleine Werte Beispiel
annimmt cos ¢ — 1, ergeben sich weitere Vereinfachungen:

)
=/2 =, | —
X \[ I7IX 20,5

Weiterhin gelte die Proportionalitiit € o< 4/ % dann:

1 e
2=F ==F

Damit lédsst sich innerhalb der erlduterten Beschrinkungen eine qualitative Darstellung des Glei-
chungssets erstellen.

e Auslenkung

Ifmam (L):0750 Ilfmaw (L):O,’?l IIIfma;E (L):O794

=
05
0,4
0,3
0,2
0,1
%% 0,2 0,4 0,6 0,8 ‘1,0
Entwicklung des Werts fi,q, in Abhingigkeit
von F' fiir die Theorie I. bis III. Ordnung.
e Moment
\ L L \ L
| 1
! ! 04
| |
; ; 0,3
| |
‘ Th. L ‘
| |
| ORI e
] ! 01
|
\e |
M | M M | 0
0 0

Entwicklung des Momentenvorzeichens in Abhéngigkeit
von F’ fiir die Theorie I. bis III. Ordnung
fiir eine betrachtete Stelle.
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ISTEX 2-
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