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Definition der ,, [ [ [ [zdtcededes.dc, - Funktion” als Potential

C, C3CC 0O

Ermittlung der Eigenfrequenzen eines Harmonischen Oszillator

Was liegt néher, gegebene Funktion als Potential zu erkléaren. Dazu wird zuerst
die ,einfache* Form mit ,q =1 und,p = 1* betrachtet:

00 00 00 00

}...IJ’J’Izdtdcldczch...dcn =Y(c,,n)=e(y-c,-n)

n C3CC 0

Nadteil dieser (jetzt) Potentiale ist es, dass das Minimum nicht durch den
Koordinatenursprung verlauft und somit eine inhomogene Bewegungsgleichung
erzwingt. Da jedoch das Minimum selbst einer starken Regelméidigkeit folgt,

lasg sich ,W* leicht (hier) auf den Punkt (0;0) zentrieren, so gilt:

P (y -n+L(- 1)e_(y_n+1))| - | (X; (- 1)9_(X))I

0

P.:y=-€e"
0

C,=y—-n+1
0

qJ(C’ n) = e_(c+y_n+l)(y - (c +y—-n +1)— n)+ )

wie,n)=eri-e*(c+ 1))|

Graphisch dargestellt, die nun zentrierten Potentiale fir den Bereich ,,0<n<5",
wobeal ,n ONg“:
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Abb. 8: Das Potential , W* graphisch dargestellt.
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Aus der Berechnungsgrundlage von ,W* lasg sich die Maximalenergie des

Oszillators fir ,c — +o0* ablesen:

- = E..\n = E .\Nn
Eon)=e"" . [Ew)= E::gog =e"| _ |Emx= —Em:?xn(‘)l) =¢
l
n 0 1 2 3 4 5
Ermax 0,206... | 0,561... | 1,526... | 4,148... | 11, 277... | 30, 654...
l
Emax

Abb. 9: Das maximale Potential , Ena flr ,¢ — +0o* graphisch dargestelit.

Wird ,E.«“ vernachldssigt, bleibt das ,, Rumpfpotential® Ubrig, wieder eine
modifizierte Lambert- W- Funktion.

W (c)=1-e*(c+ 1)|

0.8

0.6

C
-1 a 1 2 3 4 5

Abb. 10: Das Rumpfpotential und de Funktion ,c™ graphisch dargestellt.

In der Graphik Abb. 10 ist die Funktion,,c* mit dargestellt. Esist das einfachste
Potential eines harmonischen Oszillators, einem Feder- Mase- System. Die
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Diff erenz beider Potentiale zegt Abb. 11.

A=c*-¥(c)
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Abb. 11: Die Differenz ,A" graphisch dargestellt.
I nterpretation:

* Versagen des Systems fir ,¢ —» +o0“ zum Beispiel durch Bindungsbruch,
Endanschlag der Feder.

« Uberproportionale Zunahme des Potentials fr ,c — -0,
Damit entspricht sich das hier gefundene Potential vielen VVorgange in der Natur.

Bevor die weiteren Betrachtungen am Potential fortgefuhrt werden, wird zuerst
das des Feder- Masse- Schwingers untersucht und dessen Eigenfrequenzen
ermittelt.

Die weiteren Berechnungen gelten fur kleine Anderungen von ,c*. So ist die
Grundschwingung ,,fo* ermittelbar, wenn das Potential definiert wird als:

Y (c,n)= e”‘“%c2

i . — -yl
P (c,n)=e"""c

Die Bewegungsdifferentialgleichung:

n-y-1

c"=-e"""¢c
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Fir diesen Fall gilt:

c"+e""c=0

Die dharakteristische Gleichung liefert die Losung dieser homogenen, lineaen
Differentialgleichung 2 Ordnung:

N+e " t=0

A, =0xy/-e 1 =0+4/-1Je"" " =azib

Das System ist dann schwingungsféhig, wenn gilt:

-e"1t<0

en—y—l S 0

Dieses System ist fur alle Bedingungen schwingungsféhig. Es wurde emittelt:

a=0 - ungedampft

b=+€""" . Kreisfrequenz

Die Grundfrequenz ist definiert durch:

c=e™sint) = e”sin(w,t) = sin(t e )I

[

w, =21 =&
[

f, :T—10=2—1n e vt
[

T omle

Im Allgemeinen wird in den Naturwissenschaften die Well enzahl ,vy“ genutzt:
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Wobei ,c “ hier die Phasengeschwindigkeit, respektive die Lichtgeschwindig-
keit darstellt.

Die Frequenz ,fo* graphisch dargestellt:

fo
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0.1+
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Abb. 12: Die Berechnungsgrundlage von , fo* graphisch dargestellt.

[

n 0 1 2 3 4 &)

fo 0, 072... 0, 119... 0, 196... 0,324... | 0,534... | 0,881...

Wobei stillschweigend de Masse des Ersatzschwingsystems mit , 1% angesetzt
wurde, was fur die spéatere Berechnung der Eigenfrequenzen invariant ist.

Weaelterhin gilt:

f_o(n):f(’(n)a/g LT, = fo(n) —Je

Es wurde emittdt:

Damit ergibt sich fir die Bewegungsdiff erentialgleichung des Ersatzsystems:

W (en)=(@cf

c"+wic=0

Um die Eigenwerte und Eigenfrequenzen berechnet zu konnen wird ein
geeignetes Storglied eingefiihrt:

"+ wlc =gsin(ut)
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Dabei gilt for ,e*:
|O<s<1|

Es liegt nun eine inhomogene, lineae Differentialgleichung 2 Ordnung mit
konstanten Koeffizienten vor. Nachteil, im Storglied kommt die physikalische
Leitgrole Zeit ,t“ vor. Da sdmtliche Betrachtungen bis zum jetzigen Zeitpunkt
ein beliebiger intrinsischer Faktor ,c* war, wird deser wieder eingeftihrt, indem
1 dimensionslos gemadt wird. So soll gelten:

U
dq_dadr _dgdr _dq, _ .,
dt dtdr drdt dr
..und:
d’q_d’qdr’ _d’qdr’ _pdaffdr? _ dr*_ ..
dt?> dt®> dr® dr? dt* [drQ dt® dt?
U

v +wic = ssin(r)l

2
" g .
¢+ DVO EC = V—23|n(r)

Die L6sung cer linken Seite ist bekannt und dben bereits gezegt, so dass nur
noch de LOsung der Storung beredhnet werden muss Die Summe beider
Ergebnisseist die Losung:

* homogene Losung:

r(r)= izsin(r) o [r(x)=acodmx)+bsin(mx)] . |r(x)=C,(x)y,(x)+C,(x)y,(x)

) CE) = 0
cl) = 5=el;
ue) = 0
Y,(r) = sin(r)
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Nichttrivial sind die Losungen:

y,(r)=cg =cs, =sin(r)=sin(vt)

Gesamtl6sung wird demnadh sein:

cft)= siné%t%sin(vt)

Randbedingungen fir die Eigenwerte innerhalb der Konventionen eines
Potentials

c(0)=c(2m)=0

Diese Randbedingung ist erflllt. Da auferdem eine weitere Bedingung die
Periode ,2ntt* fUr Eigenwerte gefordert ist, sind ganzzahlige Vielfadhe von ,, uy*

gultig:

W, =NV

[
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¢ = sin(nt) + sin(vt)

Alle Randbedingungen beiben erhaten fir:

|nDN

Womit die oben beschriebene Quantelung Uber ,n“ in der Energie wieder
gefunden ist und de Eigenfrequenzen bestimmt.

n 1 2 3 4 5 6

C N A T YOS ET T
S [P0 [P0 [P | M | M | Mg

Gefundene Ergebnisse gelten, wie festgelegt, nur fir das Feder- Masse-
Potentials.
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