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1 Schrédinger-Gleichung und p-Potential

1 Schrodinger-Gleichung und ;-Potential

1.1 Ermittelung der Verteilung ¢ (p)

Gegeben ist die Schrodinger Gleichung in stationédrer Form:
2
—o " 4 By p =B )
2m

Es soll ein Morse- Potential vorliegen:

Epot = Epis - (1 - eﬂm)2 = EMax - (1 - 67“)2 =E. (1 — eiaI)Q — a>0

Es wird modifiziert indem die Zentrierung aufgehoben wird:

Bow—E=FE-(1—e )’ -E

@ A A A
Epy =L+ (1—2e7% +¢72%) - F
@ A A
Epy = E - (6729 — 2e7%)
= -
h2 " 7 —2ax —ax

f%.ip +E.(6 — % )~1/):E~1/)
@ A A

W 4 om - E+2F.e7% — F . 2@ =0

B2
Eine Variablentransformation wird durchgefiihrt:

E QE —ax_E. —2ax
w”+(2m.+zm. £ = )-wzo

h? h?
A —ax —2ax
" n n _
Y +<2m B—2+4m~E~ 7z —2m-FE > > =0
Mit:
) E J . 1 . A_2m ~ an kgl 1
F=Im g Mg T e 7= 0 0= G P2
=
¢" + (242904 — q0g°) ¢ =0
=

¢"+(e+20—49)p=0
Losung durch den Ansatz nach Allgemeine, homogene, lineare Differentialgleichung 2. Ordnung.

Die Charakteristische Gleichung:
N+ (e+2¢—4q) =0

1

A2 = £Ve +2¢ — Gg = £v/(-1) (4g — 2q — )

atib=0+1i\/qq—2q—¢

Schwingungsfihig dann, wenn gilt:
dq—2q—¢>0

IDiese Missachtung der Umformungsregel, respektive Erzwingung einer komplexen Losung, bewirkt das Erzeugen eines
kontinuierlichen Spektrums. Die Losung der Schrodinger- Gleichung und Ziel vorliegender Berechnungen ist die Ermittlung
des diskreten Spektrums.
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o2
4q —2q > ¢

Liegt diese Bedingung vor, ist das System schwingungsfihig. Fiir eine noch restriktivere Annahme,
qq—2qg >>¢

vereinfacht sich die Differentialgleichung:

N = (49 —2q) = 0

A2 = £V {49 —2q
Fallunterscheidung:

Komplexe Losung:

A2 = £1/2¢ — 4g = £+/(-1) (4g — 29)

a+ib=0=%1i\/qdq — 2q

Schwingungsfahig dann, wenn gilt:

qq—2q9>0
<~
G=e % >2
=
1
r<——-In2
a
i A~ A
Epo = E - (67297 — 2¢7°%)
=

Epoy >E-(4—2-2)=0
Relle Losung mit § = 2:

)\1;2::|:\/2Q72 :O

=
()\1 = )\2) €R
Die partikuldren Losungen daher:
$1 =0 Pr=x
Kontrolle der Lésungen:
o1 — ® =0 — #) =0

¢ —(Gg—29)- =0  —
Reelle Losung ohne § = 2:
Dann, wenn gilt:

dq—2q<0

G=e %<2

%Dies verlangt im exakten Sinne ¢? < € welches erfiillt ist bei korrekter Umformung, jedoch als restriktivere Annahme
im Folgenden g% << ¢ keine Losung liefert.
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Ery<E-(4—2-2)=0

Das Ergebnis der Charakteristischen Gleichung ergibt diesmal:

A1 =+V4qq —2q

A2 = —qq —2q
=
()\1 #* )\2) eR

Die partikuldren Losungen daher:
6 = eTTVaq9—2q
g = e~ TVI9—2a
Kontrolle der Losungen:

¢ = etovaia—2a &) = +va4q —2q - etZVaa—2q¢  _, !'=+(4q —2q) - eTTVaga—2q

pp = €TV gl = —\[Gqg—2q- eV — g =+ (Gg — 2q) - e” VAT
=

+ (dg — 2q) - VI — (g — 2q) - FVTTI = 0

" ~
—(Gg-29)-¢=0 — ] A
+(gq — 2q) - e~ TVa4—2q _ (Gq — 2q) - e~ TVa9—29 — ()

Zusammenfassung der Fille:

EApm >0 — kontinuierliches Spektrum
FEpy =0 — diskretes Spektrum
FEpy <0 — diskretes Spektrum

Ziel der Losung der Schrodinger-Gleichung ist es, das diskrete Spektrum berechnen zu konnen,
daher sind zwei Losungen von Bedeutung:

n-{a@20) - {00l

Fiir ein ¢ — 2 wird sich die gegebene Differentialgleichung wie die Losung L, verhalten, fiir
q — £oo wie Ls. Dabei ist zu beachten, dass die Wellenfunktion nur dann einen endlichen Wert
annimmt, wenn L,, konvergiert, also e~°° gilt (Daher entfillt ¢; in beiden L). Die verbleibenden
Losungsmengen konnen transformiert und zusammen gefasst werden:

Js m

—2m - E ke 1
_x\/m - p:ﬁ:mzm.e—éar[@:}

Js m

VEE (V1]

=

Wobei ¢ (p) fiir ein E<0 giiltig ist, diskretes Spektrum, dezentriertes Morsepotential!?

3Die Funktion ¢ (p) ist tatsichlich eine Verteilung, zur grafischen Verdeutlichung wird beispielshaft gesetzt:

B=-1 E=% m=2 k=1 a=2 F(p):1
4 2
=
p=2e" s=1
2 —x
Pp(x)y=e"° e *
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1.2 Ermittlung der Potentialstufen

Es wird ein Formfaktor F' eingefiihrt, um die nun vorliegende Verteilung ¢ (p) zu priizisieren:

p(p)=F(p)-e % p°

T per@ty (G-3) ow=(FE+2-3) 00
() 58 -3) -1 <o
.

¢" (p) =

T (D) 5 G 5]

Vorliegende Differentiale werden in die urspriingliche DGL eingesetzt:

¢" + (e +2q04 — q0d®) - ¢ =0

=
¢+ (e+(2-4)p*)-¢=0
- ) )
F" (p s 1\ F'(p s 1 s N
r 2 (ma) gt (Gmg) e
<~
F" (p) +2 (S—D ’(p)+<s+(2—d)-p2+(s—;) —;) F(p)=0
<~
N 2 s 1\? s
p-F"(p)+(28—p)-F’(p)+<€+(2—Q)-p +(p—2> —pz>-p-F(p)=0

Es wird substituiert: )
S 1 S
= 2—4§)-p? -——=) == -
<E+( q)-p +(p 2) p2> P

p-F"(p)+(2s—p)-F'(p)+1-F(p)=0

Die nun vorliegende Differentialgleichung ist als die Konfluente hypergeometrische Differential-
gleichung bekannt. Fiir die Funktion F' steht die Konfluente hypergeometrische Funktion als Be-
rechnungsgrundlage zur Verfiigung.

=

—o0

+o0
/ s@) =" =1
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Die Konfluente hypergeometrische Funktion wird durch die Reihe

a z  ala+1) 22
F(a;’y;z)zl—k;-f-&- ( ) + ...

U y(y+1) 2

definiert. Die Funktion geniigt der Gleichung:
2"+ (y—2)u —au=0

Die Funktion F'ist fiir alle endlichen Werte von z konvergent. Der Parameter o kann beliebig gewéhlt
werden, der von 7y nicht Null oder eine negative ganze Zahl. Wenn o« = — Ny gilt, dann reduziert
sich F' auf ein Polynom vom Grade a.

Fiir vorliegende Konfluente hypergeometrische Differentialgleichung gilt:

I 1-1 p?

F(=l;:2s;p) =1— . s
(=1 2s:p) s 2s+1 2!

S

+

Lp 1
1 2

DN | =

Nachweis, dass der Wert p ein endlicher ist, somit F' konvergent, welches zur weiteren Berechnung

notwendig ist:
" V meEA' S
p = \/a = 4/ qO . pry T - e 2

Die Masse m und die Steife a sind per Aufgabenstellung endlich (sonst wére die Aufgabenstellung
per se hinfillig) ebenso die Auslenkung x, das Wirkungsquantum h per definitionem. Die Energie
E < 0ist die maximale Energie des Potentials und somit ebenfalls endlich. Der Wert p besitzt keine
Pole oder Sprungstellen und ist somit im Rahmen der Aufgabenstellung endlich. Damit kann die
Funktion F' als konvergent angesehen werden.

Nachweis, dass der Wert 2s nicht Element von — Ny werden kann:

V2mE
h

s=+/e =

Das Wirkungsquantum A ist positiv endlich, was s unmoglich zu Null werden lassen konnte. Die
Werte Masse m und die Gesamtenergie £ miissen grofer O sein fiir die Existenz der Aufgabenstel-
lung. Daher ist gegeben:

s> 0

Nachweis, das sich die Funktion F' zu einem Polynom reduzieren ldsst, was notwendig zur Losung
der Schrodinger- Gleichung ist. Dabei reicht der einfache Nachweis iiber eine spezielle Losung mit
sinnvoll gewihlten Werten vollig aus, denn gibt es mindestens eine Losung, ist die Schrodinger-
Gleichung fiir vorliegenden Potential 16sbar:

—l=-N,

2
s 1 s
l= 2—4)-p? -—=] -—=]"
<€+( q)p+(p 2) p2> p
Dabei soll hier der Nachweis mit [ = 0 gefiihrt werden:

I=0— p =0

=
S 1\? s
2—q 2 - —=) ——==0
e+@-9 p+<p 2) p?
= 1
4 g 7 9 S s—1
P +2*(] P 24 P 54 s
Mit:

2—q¢g=1 — g=1 — z=0 — definiert
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=
1
p? <5+4) p°—spt+s-(s—1)=0
Mit: B
s=1 — e=1 — 2mE = h — definiert
=
pP+3p—1=0
—
p2 =0 ps = 0,6144... pg € Im ps € Im
i
p3=0,6144... = JG=/q0 = ———— . 729
=4
_omE .
pr=0,3775...=q=qo -4 = hn; T — E<O0 — diskretes Spektrum

Damit ist der Nachweis erbracht, dass die Konfluente hypergeomentrische Funktion bei speziellen
gegebenen Randbedingungen als Polynom angesehen werden kann. Dann gilt:

F'(p)=7_,  kap*™

F'(p)=) _ k(k—1ap"?

Vorliegende Differentiale werden in die Konfluente hypergeometrische DGL eingesetzt:

pY Kk =Dap* 2+ @s—p) Y ka1 ap* =0
&
Zkfo [k (k - 1) a’kpk71 + QSka,kpk71 — kakpk + lakpk:l =0
&
Zk:o [(k+ 1) kag1p® + 25 (k + 1) ap1p® — kagp” +lagp®] =0
&

((k+2s) (k+1)apr1 + (1 —k)ap)p* =0

Es ist eine Rekursionsgleichung fiir die Berechnung der Koeffizienten extrahierbar:

(k+2s)-(k+1)-art1+(1—k)-ap=0

k—1
(k+2s)-(k+1)
Damit ist die Berechnungsgrundlage der Koeffizienten der Konfluenten hypergeometrischen Funk-

tion gefunden. Fiir die spétere Normierung der Wellenfunktion ist es notig, dass ein endliches Poly-
nom vorliegt, daher muss die obige Rekursion abbrechen, bedeutet konkret:

k41 = s Qg

ar+1 =0

Oz(k:—l)-ak

(k=1) € Ny

Was hier iiber die Koeffizienten ay,( 1), oben als Einzelnachweis durch p gezeigt wurde.
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Um endgiiltig zum Losungsergebnis der Schrodinger-Gleichung zu kommen, muss nun der Anfangs-
wert ag gesetzt und die Variablen interpretiert werden. Bekannt ist, das fiir kleine Werte von x das
Morse-Potential sich verhilt wie ein Harmonisches Potential. Daher sind Startwerte definierbar:

aoz—E:—hw — hw=E <0
N
diskretes Spektrum

—

Potentialmulde (Minimum) des dezentrierten Potentials

=
p — Va — Vo4
=
A — _ m ; _ _

p2 N p2 (2 _ q2) N (_1_) (26 ax an) 2. BQ (2 azr 2a:c)
=

2 mE EPot m.o o~ S .

P — eral 7 — 2. 72 Epyy — Epe <0 —  diskretes Spektrum

Die Variable p reprisentiert die Energieeigenwerte des Potentials, fiir ein Harmonisches Potential
gilt:

- 1
Etarmonic (n) = hw - (n + 2)

+1 nd L
— n+ - u - -
P 2 2 s

Damit kann F'(p) ermittelt werden:

0 1 2 3 4 5
p

F(—=l;2s;p) = a0’y a4+ a2pj +asto 4+ a4p*, +asZ

1! 2! 3! 4! ETR

Da die im Nenner stehende Fakultit sehr schnell wichst, wird der Einfluss der Glieder wachsender
Potenzen immer kleiner. Im Allgemeinen wird nur das erste und zweite Glied genutzt:

k=0:

o — 0—1 P
T2 -0+ T 112 s
k=1
_ 11 R it T
T At 1+n T T2 s 2+t
k=2
B 21 11 -1 -2
BT 2r2s) 2+ PT32°5 2541 2542
k=3
3-1 1 11 1-1 1-2) 1-3 .
a4: 'Cl,g:_* ..... . . .
(3+2s)-(3+1) 41 2 s 2s+1 2s+2 25+3
k=4

41 _l 11 [—1 -2 ) l—4 I
(4+2s)-(4+1) 7

a5 = 512 s 25+1 25+2 2543 2544
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Es wird substituiert:

1 -
ao—_I'E
—xo-E
1 1 1 -
a1—+*~§-;~E
=+%0 x1-E
117 1 1-1
T AR R PRI
=—Xo X1 X2 B
T 171 I-1 1 1-2 4
BT 4103 2

1171 7I-1 1 1-2 1 -3 =

M9 2 25+1 3 25+2 4 25+3
=—Xo"X1°X2"X3 X4 F
JLll1 ool 1 -2 1 1-8 1 -4
@ = 25 2 25+1 3 25+2 4 25+3 5 2514

=
ap = —=xo0- B =—xo-hw
ar=+x1-E=+x1-hw
ag=—x2-E=—x2-hw
a3 =+x3-E=+x3-hw
a4 = —Xa - B =—xa-hw
as =+xs5 - E=+x5 - hw
=
—E+hw(n+1)
7 1 7 1\3
F(-l2sip) = B(n) = { —hwxz(n o) 4l (n+ 5)5
—hwys (n+3)" + hwxs (n+ %)
N . n g 1\ - 1\?
E(n)E+hw'<n+2>th2~<n+2> +..
- A . 1\ - 1\*
E(n)+E=hw-<n+2>—hwxz-<n+2> + ...
4
- . 1\ - 1\”
E(n)=hw- (n+ 2) — hwya - (nJr 2)
=
- 1 1
E(n)=hw-{n+-)-(1=x2:-[n+ =
2 2
“Wobei:
_i 2 FMax
T on m
Und: 1202
X2:4EMax
Mit: .
Evax = —F

10
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1
Eorse (TL) = EHarmonic (n) (1 — X2 (TL + 2) + )
Wenn gelten soll Eporse () = EHarmonic (1), dann muss x sein:
x2 =10

Fiir einen rein Harmonischen Oszillator gibt es keine maximale Anzahl von Energiestufen, wéhrend
fiir einen Anharmonischen die Anzahl begrenzt ist, damit die Bedingung E < 0 erfiillt ist:

_ 1\ - 1\? -
hw - n+§ —hw - x2- n—|—§ <FE

=
1
a®— —.aq — >0
X2 X2 - hw
=
1 1 E
a1 = —— -
' 2x 43 x2 - hw
1 1 E
Qo = —— — -
2 2x2 4)@ X2 - hw
=
1— o 1 E
Nmax = + ) - T
2x2 4X% X2 - hw
: — A~
hw>4'E'X2
= _
hw>
o

Dieses Ergebnis geht konform mit der Notwendigkeit des Harmonischen Oszillators x2 = 0, denn

dann: N
hw _

4E
Kann nur gelten:

EF =

11
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1.3 Die z-Polynome

Die Anharmonizititen sollen noch einmal aus der Konfluenten hypergeometrischen Funktion extra-
hiert und betrachtet werden:

#(1) () (
(1) () Gaen) (
(1) (58) Gay) Gary) Gy

=

+(3) (733) G5
NOIGBIOIES
+(3) (15535 () %) G5

Die Anharmonizititen folgen der Vorschrift:

— N —— —

_1n
n+1

Xn = Zn+1

(:)(5) =

(2) () () ==
(2) () (a53) (;é) -
() () ) (73) (i) =

(2) () (251) (57%) (553) (w) =

Die z-Polynome sind fiir s > 0 polstellenfrei und uneingeschrinkt definiert. Fiir die Erzwingung des
Harmonischen Oszillators muss dann gelten z,, = 0:
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Demnach reicht es, wenn die erste Anharmonizitit yo = 0 gilt, um einen Anharmonischen Oszillator
vorliegen zu haben was einer Eigenschaft der Konfluenten hypergeometrischen Funktion entspricht.

Die z-Polynome grafisch dargestellt fiir ein s = 1:

ISTEX 2¢

13
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