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1 Schrédinger-Gleichung und Harmonisches Potential

1 Schrodinger-Gleichung und Harmonisches Potential

1.1 Ermittelung der Verteilung ¢ (¢)

Gegeben ist die Schrodinger Gleichung in stationédrer Form: [001]
2
o Bp = E )
2m

Es soll ein Harmonischer Oszillator vorliegen:

1
EPO[ == 5 ]<i$2

h? 1
—%'1/)”4'5/6362'7#:]5'1#

2F — ka?

Z
YT +m %

Yv=0
Eine Variablentransformation wird durchgefiihrt:
E x?
¢//+(E—q2)~¢20
Losung durch den Ansatz nach Allgemeine, homogene, lineare Differentialgleichung 2. Ordnung.

Die Charakteristische Gleichung:
M+(e—¢)=0

1
A ==+ (=1)(¢* —¢) = Ve — ¢

=
atib=0+i/? —¢

Schwingungsfihig dann, wenn gilt:
P —-e>0

P >e

Liegt diese Bedingung vor, ist das System schwingungsfihig. Fiir eine noch restriktivere Annahme,
q® >> ¢ vereinfacht sich die Differentialgleichung:

¢"+(-¢*)-0=0

=
¢// o q2 . ¢ =0
Die Charakteristische Gleichung:
)\2 o q2 =0
=
A2 = £V ¢?
=

AL =+q Ay = —q

IDiese Missachtung der Umformungsregel, respektive Erzwingung einer komplexen Losung, bewirkt das Erzeugen eines
kontinuierlichen Spektrums. Die Losung der Schrodinger- Gleichung und Ziel vorliegender Berechnungen ist die Ermittlung
des diskreten Spektrums.

’Dies verlangt im exakten Sinne q2 < & welches erfiillt ist bei korrekter Umformung, jedoch als restriktivere Annahme
im Folgenden ¢ << ¢ keine Losung liefert.
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Das Ergebnis der Charakteristischen Gleichung ergibt diesmal den Fall:
(M #X)ER
Die partikuldren Losungen daher:
¢ =ete” g =e 1"
Kontrolle der Losung:
br=eTT = gl = et o g =gt
br= eI Gi= =g o Gl =g

g eter — g2 . etz =

1z 2 _
O =g $=0 = ge 2 ey

Die Losungen sind exakt. Zu sehen ist, dass die Wellenfunktion nur dann gegen einen konkreten Wert
konvergiert, wenn e~ gilt, so wird ¢; und ¢- sinnvoll zusammen gefasst und die Transformation
vollendet.

b1 (x) = et® gy (a) = e

-3

3Transformation der Funktionen ¢ (z) < ¢2 (z) zur Verteilung ¢ (p):

Mit:

/0¢>1 (q:+f)+ 70@ (qu\/lg = +/w¢(q):\/ﬂ
—oo 0 — o0
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1.2 Ermittlung der Potentialstufen

Es wird ein Formfaktor H eingefiihrt, um die nun vorliegende normierte Normalverteilung ¢ (q) zu
prézisieren:

¢(q)=H(q)-e =

- ! ! _ _L ! _L

¢ (q)=H'(q) e 2 —q-H(q)-e" 7 =H'(q)- ¢z —q-¢(q)
- 7 1 _d / _a /

¢" (@) =H"(q) e 7 —q-H(q) e 7 —¢(q) —q-¢'(q)
=
2 2 2 2 2
¢"(q)=H"(q) e —q-H (q)- e T —H(q)-e” —q-|H (q)- e = —q-H(q) e >
=
q2 (12 L12 ‘12 ‘12

(b”(q):H”(q)e_T_qH/(q)e_T_H(q)e_T_qH/(q)e_7+q2H(q) e 2
=

/! 1 —ﬁ 7 ,ﬁ 2 7ﬁ

¢"(q)=H"(q)-e” = —=2¢-H'(q)- e = +(¢*—1)-H(q)-e >
Vorliegende Differentiale werden in die urspriingliche DGL eingesetzt:

¢//+(€7q2).¢:0
=
" _Z ’ _Z 2 _Z 2 _a
H"(q) e > =2q-H'(g)-e” 7 +(¢"=1) - H(g)-e” 7 +(e=¢") - H(g)-e” 7 =0
=
H"(q)—2¢-H (¢)+ (" —=1)-H(9)+ (e —¢*)-H(q) =0

=

H"(q)—2¢-H' (9)+¢*-H(q) —H(9)+e-H(q9) —¢* - H(q) =0
=

H"(q)—2q-H' (9)+(—1)-H(q) =0

Die nun ermittelte Differentialgleichung ist als die Hermitesche Differentialgleichung bekannt. Fiir
die Funktion H stehen nun die Berechnungsgrundlagen der Hermiteschen Polynome zur Verfiigung.
Fiir H(q) existiert eine unendliche Potenzreihe:

=, ad"
/ q) — Zk kcqufl

H" (q Zk — 1) epgt2

Vorliegende Differentiale werden in die Hermitesche DGL eingesetzt:

H"(q)—2q-H'(¢)+(¢—1)-H(q) =0

=
Zk E(k—1)cpg™2 - 2qz kepg 4 (e = 1) Zk cg” =0
=
Zk [k(k—1) crg" 2 = 2qkerd® T + (e — 1) cqu] =0
=

D, [k +2) (k1) crad® — 2kend” + (e — 1) erg*] = 0




1 Schrodinger-Gleichung und Harmonisches Potential

quk[(k+2)(k:+l)ck+2—(2k+1—5)ck]:0

Eine Rekursionsformel fiir die Berechnung der Koeffizienten ist extrahierbar:

(k+2)-(k+1)-cgra—2k+1—¢)-c,=0

2k+1—¢
Chpo = —
2T k2 (k+ 1)
Fiir die spitere Normierung der Wellenfunktion ist es notig, dass ein endliches Polynom vorliegt,
daher muss die obige Rekursion abbrechen, bedeutet konkret:

- Ck

Cht2 =10

2k+1—¢

F+2) G+ *70

e=2k+1

Die Abbruchbedingung ist dann erfiillt, wenn der Wert ¢ eine ungerade positive Zahl darstellt. Daher
gilt:
e=2n+1 mit n € Ny

Fiir ¢ war auBerdem festgelegt worden:

Riicktransformiert von:

¢"+(e—q*) ¢=0

h? 1
m'¢"+<E‘2'kx2)'w:°
e=F

Die Energie der ersten Potentialstufe 1/2-Welle von w,, = wp = w definiert durch:

2n+1= E,

i

- 1
E,=hw-(n+=
w <n+2>

Damit ist die Berechnung der Oszillatorenenergien beendet, wobei fiir diese Darstellung noch w zu
ermitteln wire.

Der noch gebrauchte Wert w kann einfach iiber die Bewegungsdifferentialgleichung berechnet wer-
den. Fiir die Energien gilt dann:

1 1
Egin = 3 -ma’? Epot = 3 ka?
=
Ekin+Epot =F
= 1 1
i-mx'2+§~k:v2:E
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- k
2+ —=-x=0
m
Die Charakteristische dieser Bewegungsdifferentialgleichung:
k
M4 —=0
m
=
k
>\1;2 =$4/——
m
=
.k
atib=0+144/—
m
Schwingungsfihig dann, wenn gilt:
k
— >0

Da diese Bedingung uneingeschrinkt gilt (Die Werte k und m sind intrinsisch immer positiv) ist das

System schwingungsfihig:
kgm 1
mkg s2mkg s s

| k
w=4]—
m

Fiir eine geidnderte Annahme der kinetischen Energie:

1
R, Epot=§'k$2

| =
[\v]

Ekin =

Ergibt sich folgendes nichtrelativistisches Ergebnis:

k Nm 1 1
w=y|-cl{/—s =1/ =~
D mNs? s2 s

Fiir das vorliegende harmonische Potential ergibt sich damit eine neue Schreibweise,

5 Kk k
w=—-c=—
P m
= b
k=mw? =% w2
c
- 2
7% l/f +Epot wa 7/}
~ 1 1
Epor = ~m-w2x2—§-§-w2x2
=
h? 1
—3 -¢"+(2-m~w2x2—E> =0
m
h? 1
—m'¢/,+<2'i w2x2—E> ’(/J:O
=
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=
2m miw?
2 2\ _
2m m p
2 2.2\ _
=
2,4,2 2
aiibOii¢$«x2$~E
mop o, o, 2m
atib=0=x1 h2~c~wm —B2~E
=
mw?-22—2-E>0
pw2~x2720~E>0
=

> /2. _ N jkem _ J1 1
kgm -\ kgm |/ s2kgm V2 s

_fANm? 11

stm Nm2s2  Vs2 s

Beide Bedingungen sind nur erfiillt, wenn &£ > 0. Das System ist dann schwingungsfihig. Daher
muss gelten:

hw >0

Da dies immer erfiillt ist, schwingt das System sicher. Der Term n + % ist zwingend notwendig. Die
Nullstufenenergie n = 0 ist immer hoher als das Minimum des Potentials.
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1.3 Die H-Polynome

Die Losungen sind exakt, jedoch muss noch iiberpriift werden:
—+o0
C / poap-dr =1
— 00
2
Wobei hier ¢ (¢) = H (q) - e~ hinreichend ist.

+o0
C’/d)w{%dmzl

Die Ermittlung von C' als Wichtungsfaktor der Eigenfunktionen ist abhingig von der Kenntnis der
Hermiteschen Polynome:*

H(q) = Zk cxg"

=
Ho(q) =co-¢°
Hi(¢9)=co-¢"+c1-¢*
Hy(q)=co-¢"+ec1-q' +ca- ¢
H3(q)=co-¢"+c1-q' +ea-¢* +es- ¢
Hy(q)=co-¢"+er-¢* +c2-*+es- ¢ +ca- ¢
Hs(q)=co- "+ ¢*+c2-*+es- P +ea-q* +o5-¢°

Hoy(q) =1

Hi(q)=2-q

Hy(q)=4-¢* -2

H3(q)=8-¢°—12-¢

Hy(q) =16-¢* —48-¢*> +12

Hs(q) =32-¢° —160-¢> +120-q
=

Hp (—q) = —n"-Hy(q)
=
H,(q)=2¢ -Hy-1(q) —2-(n—1) - Hyp—2(q)

=

Hy (q) = (—1)" - e(+) . (CZJ)” o)

“4Die ersten sechs Hermiteschen Polynome grafisch dargestellt.

Hp(®

100-

100 Hg Hy Hy Hy H Hg

R RS RN R

O
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Rodrigues-Formel

Das Integral kann berechnet werden, wobei die mit einem ungeraden Wert n und 0 analytisch leicht
16sbar sind:

n=20:
“+o00
C/efq2~dq:1
=
Cym=1
- 1
C PR
0 ﬁ
n=1
+oo +oo
4C’/q~cj~67q2~dq:40/q2'e T .dg=1
=
207 =1
- 1 1 1
G=ymET e
n=3:
“+oo
C’/(8q3—12q)~(8q3—12q)~67‘12~dq:1
=
48CyT =1
- 11 1
Co= — . — = _—_.C
TN TR
n=>5:
+oo
C / (32q57160q3+120q)-(32q57160q3+120q)-67‘12-dqzl
=
3840C/7 =1
- 1 1 1
73840 w3840 °
n € Ng:

Ch=r— —===——-C
opl w2l
Es ist daher fiir das normierte ¢, (q) gefordert:

q2

6n (@) = VCn Hy(g) ™

1 _4
¢n(Q):W'Hn(Q)'e 2

Der Wert q ist kein urspriinglicher, es wird resubstituiert:

E 2
¢'/+(2m-h2—km-z2>-¢:0

10
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=
¢"+(e-4") =0
=
R vVkm 2
2:q0.q2 > q2:T.x2:—2 > z =
z
Aquivalent:
2m m2w?
" 2 _
(0 +<hQ'E— 72 33) Y =0
=
'+ (e =) 6=0
=
2 2
A2:q0 q2 < qQZEJJ‘:— AN z = L Ji: m2:m
h z mw kg

Damit ergibt sich:
1

60 0) = ez -, (%) -

Wobei das z im Wurzelausdruck aus dem Ubergang Normierte Normalverteilung N (0; 1) zur Nor-

malverteilung N (0; o2) herriihrt.

=T o @)=

cp(x)—m- - oV2r

Der Ubergang zur zeitabhingigen Schrodinger- Gleichung erfolgt durch:

D (G Eit) = ¢ (q) - e H P

=
V(g wit) = ¢n (q) - e ™"
=
V(g wit) = ¢n (q) - [cos (wt) — i - sin (wi)]
=

V(g wit) = dn (g) - cos (wt) =i~ ¢n (g) - sin (wt)

Es erfolgt eine Zerlegung in Real- und Imaginéranteil:

Re ) =+, (q) - cos (wt)
Im 4 = — ¢y (q) - sin (wt)

Die Ergebnisse werden den Achsen eines kartesischen [X; Y]-Koordinatensystems zugeordnet:

X (q;wit) =Re
Y (¢w;it) =Im

X (q;w;t) = +¢n (q) - cos (wi)
Y (¢;w;it) = —¢n (q) - sin (wt)

Es besteht ein Zusammenhang zwischen ¢ und w:

- =g =gt =

&
[
>
Sl\)
€
2
|2

11
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=
w31 .M ke 1 _ e ke e
ChJs s D= 12 T m2 1=\ 2
=
E E m E m
w = = _ — . — — e
h TR N
- E
w:ﬁ q:x~\/q>0
Es wird substituiert:
X (5031) = +6n (2/T) - co5 (w1)
Y (z;wit) = —¢y, (21/4,) - sin (wi)
Sowie nichtrelativistische Zusammenhénge:
c-t==z
=
w
X (x;w) = +¢n (24/q0) - cos (x Z)
Y (z;w) = —¢, (1/q0) - sin (m . g)
c
Nit: e e
:2 - _—= =
CTTNTA
=
x
X (x) = +¢n (v1/q0) - cos <i)
. (T
Y (z) = —¢n (x1/q0) - sin (j)
Wobei real gelten muss:
L [m]<5\[m] A Vo > 2
= 2 N .
Vo =5 do =
j — — — — —
h AL e _c h 1wk
VEm wmiq_272 w 2 E 2 t E
- E
¢>2- = t=2 wt
h
- i k
1
E§g~f:7' hmw - 2 | /Tkes = B — Nm =1
2t 2 t s2
- 1 1
EgEoE[NSE:Nm:J =—.pv=—-- mv?
2t S 2 2
- E
E<EBun © —<:
P 2
Fiir ein A - /go >> 2 kann vereinfacht werden:
cos (£> = cos (wt) ~ 1 sin (E) = sin (wt) ~ Lo ot
A A A
=
X (@) =40 (- Vo) <=  X(@)=+dn(9)
x
Y(@)=—dn-(2-Va)- 7 < Y(gwit)=—du(a) wt
=

V() A=-X(z)-2 <  Y(gwt)=-X(q) wt

Diese parametrische Funktion kann nun dargestellt werden.

12
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Die ersten sechs Verteilungen ¢,, (¢) grafisch dargestellt:

9,@ 0@
08 08
0.6 061
044 044
0.2 0.2
0
02 02
-044 -D4t
-0.6 -0.6f
-4 a4 q -4 2 o 2 4 q
9,@ 9@
0.6 061
044 044
0.2 0.2
0
-0.2; -0.2;
-044 -041
-0.6 -0.6f
-4 a q -4 2 [ 2 4 q
2,@ L@
0.6 0
044 044
0.2 0.2;
0
-0.2; -0.2;
-0.44 -0.41
-0.6 -0.6¢
-4 a q -4 [ 4 q

13
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Die Funktionen X (z) und X (x) in grafischer Darstellung:

X(x)
Y

Zya, =20

n=0

06l

04

14
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Die Orbitale aus der parametrischen Funktion Y (z) - A = — X (z) -

0.04}

15
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Wirkung des Verhiltnisses 5\\/% auf das Orbital mit n = 5:

0.0002

-0.000;

-0.0004

-0.0001

-0.000¢

Z g, = 2000

0.0024

-0.002

-0.004.

-0.006

g, = 200"

Z\q, = 20"

i«

IATEX 22

04 02 [ 02
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